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Une variete algebrique propre et lisse X sur un corps k de caracteristique 
est dite rationnellement connexe si pour toute extension algebriquement close K 
de k, par tout couple de K-points de X passe une courbe rationnelle (definie 
sur K). Cette notion, introduite au debut des annees 1990 par Kollar, Miyaoka 
et Mori, et independamment par Campana, a d'abord joue un role important dans 
I'etude de la geometrie des varietes complexes. Le developpement des techniques 
geometriques propres aux varietes rationnellement connexes s'est ensuite repercute 
en arithmetique. Ainsi Particle fondateur de Kollar [SH] etablissait-il, pour toutes 
les varietes rationnellement connexes definies sur un corps p-adique, la finitude 
de la R-equivalence — une propriete de nature arithmetique qui jusque-la n'etait 
connue que dans des cas tres particuliers et qui n'avait meme pu etre envisagee dans 
cette generalite, faute de disposer de la notion de connexite rationnelle. Depuis une 
dizaine d'annees, plusieurs autres resultats concernant I'arithmetique des varietes 
rationnellement connexes ont vu le jour. C'est sur ces resultats que nous nous 
proposons de faire le point dans le present rapport. 

Le premier chapitre introduit brievement les principales questions qui se posent 
dans I'etude de I'arithmetique des varietes rationnellement connexes. Dans chacun 
des chapitres suivants, un theoreme general est discute et demontre. Le corps 
de base est un corps p-adique (ou fertile) au second chapitre, un corps pseudo- 
algebriquement clos (puis fini ou p-adique) au troisieme chapitre, un corps fini 
au quatrieme chapitre. On ne connait a ce jour aucun resultat qui s'applique 
a toutes les varietes rationnellement connexes definies sur Q, exception faite 
du corollaire 13.71 ci-dessous. Les corps de nombres ne joueront done qu'un role 
mineur dans ce rapport. II existe toutefois une abondante litterature consacree 
a I'arithmetique de diverses classes de varietes rationnellement connexes sur les 
corps de nombres : surfaces rationnelles, espaces homogenes de groupes hneaires, 
intersections d'hypersurfaces de bas degre dans I'espace projectif, fibrations en des 
varietes de I'un de ces trois types. Nous ne tenterons pas de la survoler ici. 

Les chapitres [2] et E] font appel a des techniques de deformation de courbes 
rationnelles. Leur lecture presuppose un minimum de familiarite avec la plus simple 
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d'entre elles dans le cas ou le corps de base est algebriquement clos, telle qu'elle 
est presentee dans §4]. 
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Conventions. Une variete est un schema de type fini sur un corps. Soit X 
une variete sur un corps k. Un point rationnel de X est un fc-point de X. 
L'ensemble des points rationnels est note X(A;). Soit K un corps algebriquement 
clos non denombrable contenant k. On dit que la variete X est rationnelle 
(resp. unirationnelle) si X (g)^ K Test, c'est-a-dire si X ®^ K est birationnellement 
equivalente a un espace projectif (resp. s'il existe une application rationnelle 
dominante d'un espace projectif vers X (g);, K). Si X est propre sur k, on dit 
que X est rationnellement connexe (resp. rationnellement connexe par chaines, 
separablement rationnellement connexe) si X 0^ K I'est, c'est-a-dire si X K 
verifie les definitions donnees dans [15] ou dans [SS]- Nous convenons que les 
qualificatifs rationnelle, unirationnelle, rationnellement connexe et separablement 
rationnellement connexe sous-entendent que X^/^K est irreductible (en particulier 
non vide). On dira que X est k-rationnelle (resp. k -unirationnelle) s'il existe 
une application rationnelle X qui soit birationnelle (resp. dominante). 

Une conique (ou conique projective) est une courbe projective plane de degre 2 ; 
rappelons que toute courbe rationnelle propre et lisse est isomorphe a une conique. 
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1 Un apergu de quelques problemes concernant 

I'arithmetique des varietes rationnellement connexes 



1.1 Corps (Q) 



Le paragraphe 11.11 est consacre aux corps (CJ ; les varietes rationnellement 
connexes n'y apparaissent qu'implicitement, sous la forme d'hypersurfaces projec- 
tives de bas degre ou d'intersections d'icelles. La propriete (C^), introduite par 
Artin est notamment liee aux questions d'existence de points rationnels sur les 
varietes de Severi-Brauer ainsi que sur certaines varietes de Fano. (Les unes comme 
les autres sont des exemples de varietes rationnellement connexes (par chames), 
d'apres les travaux de Campana, KoUar, Miyaoka et Mori.) 

1.1.1 Definition, exemples et theoremes de transition 

Definition 1.1 (Artin, Lang) — Soient k un corps et i ^ un entier. On dit 
que k est un corps (Q) si pour tout n et tout d, toute hypersurface de P'^ de degre d 
avec n ^ d^ admet un point k-rationnel. 

Autrement dit, le corps k est (CJ si les equations de la forme 



ou f E k[xQ, . . ., x„] est un polynome homogene de degre d > 0, admettent une 
solution (xq, . . . , a;„) G k^~^^ \ {(0, . . . , 0)} des que n ^ d\ 

Les corps (Cg) sont les corps algebriquement clos. Chevalley [12] a demontre 
que les corps finis sont (C^^) : 

Theoreme 1.2 (Chevalley— Warning) — Soit k un corps fini de caracteris- 
tique p. Soit H C une hypersurface de degre d avec d. Alors CardH(A;) = 
1 (mod p), et en particulier H(A;) ^ 0. 

Demonstration (due a Ax) — Notons q le cardinal de /c et / G k[xQ, . . ., x„] un 
polynome homogene de degre d s'annulant sur H. Soit N le nombre de solutions 
dans de I'equation / = 0. Comme CardH(/c) = (N — l)/(g — 1), il suffit 
d'etablir la congruence N = (mod p). 

Posons F = 1 — Z*^"^. Le polynome F ne prend sur k^^^ que les valeurs et 1 ; 
il vaut 1 precisement sur les solutions de I'equation / = 0. D'oia I'egalite 



0' 



. .., x„) = 0, 



(LLl) 



4 



Pour tout entier a tel que 0^a<g — 1, ona Y^x&k = (si a = c'est clair, 
sinon c'est un petit exercice). Par consequent, pour Oq, . . . , a„ G N, on a 

(a;o,...,x„)efc"+i 

des que min(aj) < g — 1, en particulier des que + ■ ■ ■ + < {n + l)(g — 1). 
II s'ensuit que I]xeA:"+i ^^(a;) =0 pour tout G G ^[xq, . . . , x„] de degre strictement 
inferieur a (n + l)(g — 1). Appliquons cela au polynome F, qui est de degre — 1), 
et combinons I'egalite obtenue avec fll.l.ip : on trouve que N s'annule dans 
autrement dit N = (mod p). □ 

Remarques — (i) L'hypothese que le polynome / est homogene n'a pas ete 
utilisee, ainsi le resultat prouve est quelque peu plus general que celui enonce. 

(ii) Toujours sous les hypotheses du theoreme de Chevalley-Warning, Ax [S] a 
demontre que I'on a meme CardH(A;) = 1 (mod q), on q designe le cardinal de k. 

A partir des corps algebriquement clos et des corps finis, il est facile de fabriquer 
des exemples de corps (CJ pour i > 1 grace a la propriete de transitivite suivante : 

Theoreme 1.3 (Tsen— Lang— Nagata) — Soit k'/k une extension de corps de 
degre de transcendance d < oo, et soit i un entier naturel. Si k est un corps (Q), 
alors k' est un corps (Cj^^). 

En particulier, le corps C(t), et plus generalement le corps des fonctions d'une 
courbe sur un corps algebriquement clos, est (C^) (c'est le theoreme de Tsen), et le 
corps des fonctions de toute variete algebrique integre de dimension i sur un corps 
algebriquement clos (resp. fini) est un exemple de corps (CJ (resp. (C^^^), d'apres 
le theoreme de Chevalley). 

Demonstration — Nous nous contentons ici de demontrer le cas particulier le 
plus important du theoreme 11.31 c'est-a-dire celui oil k' = k{t) et oii k est 
algebriquement clos. Pour le cas general, le principe est le meme, mais il vaut mieux 
commencer par etablir le theoreme d'Artin-Lang-Nagata dont il est question 
au §1.1.41 ci-dessous. Nous renvoyons a [SUl Chapter 3] pour une demonstration 
complete. 

Soient done k un corps algebriquement clos et / G k{t)[xQ, . . . , x„] un polynome 
homogene de degre d ^ n k coefficients dans k{t). Nous voulons prouver que 
I'equation / = admet une solution dans A;(t)"+^\{(0, . . . , 0)}. Ecrivons / comme 

O=(ci0,---,On)eN"+l 
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avec G k{t). Quitte a multiplier / par un scalaire, on peut supposer que les c„ 
sont dans k[t]. Soit N un entier assez grand, a preciser. Posons 

= Vio + tVii + ■■■ + t^ViN 

pour cliaque i G {0, . . ., n}, oil les y^j sont des indeterminees. Reecrivons fll.l.2p 
en termes des y^j, developpons, et rassemblons les monomes obtenus selon les 
puissances de t ; on aboutit a / = J2m^o ^^Vm ^oiit des polynomes en les 

y^j et a coefficients dans k. Notant 5 le maximum des degres des polynomes c„, on 
a ip^ = pour m > N(i + 5. Le systeme = = ■ ■ ■ = f^^.^^ = est un systeme 
de Nc? + (5+ 1 equations polynomiales homogenes en (N+ l)(n+ 1) variables, les y^j. 
Comme d < n+ 1, ce systeme admettra une solution dans \ {(0, . . . , 0)} 

si Ton choisit N assez grand, puisque k est algebriquement clos. Une telle solution 
est precisement ce que Ton cherche. □ 

Soit maintenant A un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel k, 
de corps des fractions K. Si n est (CJ, peut-on conclure que K est (Q^^) ? En 
general non, comme il resulte du contre-exemple de Terjanian a la conjecture 
d'Artin (voir §1.1. 2p . Neanmoins la reponse est oui dans deux cas notables : le 
cas d'egale caracteristique (Greenberg), et le cas oil i = (Lang). Pour ces deux 
resultats il n'est meme pas necessaire de supposer A complet ; il suffit qu'il soit 
henselien et que le complete de K soit une extension separable de K (ce qui bien 
sur est automatique si K est de caracteristique 0). Nous renvoyons a |lU4j pour 
un resume des resultats de Greenberg et a [3H] pour les demonstrations. Les deux 
corollaires les plus importants sont : 

Theoreme 1.4 (Greenberg) — Si k est un corps (CJ, le corps k{{t)) des series 
formelles en une variable a coefficients dans k est {C^j^i). 

Theoreme 1.5 (Lang) — Soit p un nombre premier. L'extension non ramifiee 
maximale de (ou plus generalement d'un corps p-adique) est un corps (C^). 

1.1.2 Le cas de 

Le corps lui-meme n'est pas (C^) : il est facile d'exhiber des coniques 
depourvues de point rationnel sur Q^. Si p 7^ 2 et si a G Z* n'est pas un carre, la 
courbe d'equation homogene x"^ — ay^ + pz"^ = en est un exemple, tandis que si 
p = 2, la courbe d'equation homogene + + = en est un. 

Artin avait conjecture que est (C2). II est vrai que toute hypersurface de 
degre d dans Pq^ avec n ^ d"^ admet un point Qp-rationnel si d = 2 (Hasse [SB]) 
ou si c? = 3 (Demjanov [SH] pour p 7^ 3 et Lewis [70] en general). Neanmoins, 
Terjanian [103] a exhibe un contre-exemple a la conjecture d'Artin, avec ci = 4 et 
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p = 2. Ce contre-exemple fut ensuite generalise par divers auteurs pour aboutir 
finalement au 

Theoreme 1.6 (Arkhipov— Karatsuba [3], Alemu [1]) — Soit p un nombre 
premier. Soit k un corps p-adique, c'est-d-dire une extension finie de Qp. Alors k 
n'est (Cj) pour aucun z ^ 0. 

La question suivante n'est pas encore resolue (cf. |1U4[ p. 6] et |108[ p. 67]) : 
une hypersurface de de degre d, avec n d"^, admet-elle necessairement un 
point rationnel si k est p-adique et si d est impair ? 

Dans le sens d'une reponse positive a la conjecture d'Artin, signalons le celebre 
theoreme dAx-Kochen [7] selon lequel pour d fixe, les corps sont « (C2) en 
degre d » sauf pour un nombre fini de p. (L 'ensemble des mauvais p depend de d de 
maniere non explicite mais calculable — du moins en theorie, cf. [8] Theorem 9]). 
On trouvera dans |1U4] une variante portant sur tons les corps p-adiques : pour 
tout d, il existe p^ tel que pour tout p ^ p^, tout corps p-adique est « (Cg) en 
degre d ». Dans le cas on d = 5, Leep et Yeomans [7S] etablissent le resultat 
plus precis suivant : pour tout corps p-adique k dont le corps residuel possede au 
moins 47 elements, toute hypersurface de de degre d = 5 avec n ^ rf^ = 25 
admet un point /c-rationnel. De meme, d'apres Wooley |lU9j . la conjecture vaut 
pour d = 7 (resp. pour d = 11) sur un corps p-adique k des que le corps residuel 
de k possede au moins 887 (resp. 8059) elements. 

La demonstration d'Ax et Kochen du theoreme d'Ax-Kochen fait appel a 
la theorie des modeles. Denef a recemment annonce une preuve geometrique de 
ce theoreme, ainsi que d'une generalisation conjecturee par Colliot-Thelene [2H1 
§3]. Celle-ci etend le theoreme d'Ax-Kochen a des varietes qui ne sont pas 
necessairement des hypersurfaces de P^. 

Si k est un corps p-adique et si H C P^ est une hypersurface de degre d 
avec n ^ d"^, Kato et Kuzumaki [51] conjecturent que H contient un 0-cycle de 
degre 1 (autrement dit : les degres des points fermes de H sont premiers entre eux 
dans leur ensemble), et etablissent cette conjecture dans le cas ou d est premier. 
Une version geometrique de cette conjecture est suggeree dans [221 Remarque 2]. 

1.1.3 Autres corps; quelques questions ouvertes 

II est tres facile de voir que le corps R des nombres reels n'est lui non plus (CJ 
pour aucun z ^ 0. Cela implique (exercice!) que si X est une variete integre lisse 
sur R, et si X(R) 7^ 0, alors le corps des fonctions de X n'est (CJ pour aucun 
i ^ 0. Lorsque X(R) = 0, la situation est moins claire : 

Conjecture 1.7 (Lang |76] ) — Soit X une variete integre sur R (ou, plus 
generalement, sur un corps reel clos). Soit i = dim(X). Si X(R) = 0, alors le 
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corps des fonctions de X est (CJ . 

Cette conjecture audacieuse est ouverte meme dans le cas ou X est la conique 
reelle sans point reel, c'est-a-dire la courbe afiine d'equation x"^ + y"^ = — 1. 
Lorsque X est de dimension 2, on ne salt meme pas si toute hypersurface quadrique 
dans Pr.(x) admet un point rationnel. 

Si maintenant k est un corps de nombres, il resulte du theoreme 11.61 que k 
n'est (Cj) pour aucun i ^ 0. Cependant, le probleme suivant est ouvert : 

Conjecture 1.8 (Artin [4, p. x]) — Le corps Q^^ est (Ci). 

Rappelons que Q*^^, qui est par definition I'extension abelienne maximale de Q, 
est aussi le sous-corps de Q engendre par les racines de I'unite (theoreme de 
Kronecker- Weber) . 

Si k est un corps algebriquement clos, le corps des series formelles iterees 
k{{x)){{y)) est (C2) d'apres le theoreme 11.41 La question de savoir si le corps des 
fractions k{{x,y)) de I'anneau est lui aussi (C2) est en revanche ouverte, 

meme si A; = C. Dans cette direction on dispose seulement d'un theoreme dil a 
Choi, Dai, Lam et Reznick [2D] selon lequel k{{x,y)) est « (C2) pour les hyper- 
surfaces diagonales ». Plus generalement, on pent se demander si k{{xi, . . ., 
est (CJ. 

Citons pour terminer une question soulevee par Ax sur la propriete (C^^) pour 
les corps pseudo-algebriquement clos. 

Definition 1.9 (Ax, Prey, Jarden) — Un corps k est dit pseudo-algebriquement 
clos si toute variete geometriquement integre sur k admet un point k-rationnel. 

Les corps algebriquement clos et les extensions algebriques infinies de corps finis 
sont des exemples de corps pseudo-algebriquement clos (cf. [ITJ Corollary 11.2.4]). 

Question 1.10 (Ax |[6|, p. 270, Problem 3]) — Tout corps parfait et pseudo- 
algebriquement clos est-il (Ci) ? 

Cette question est equivalente a la question suivante (cf. Corollary 21.3.3] 
ou une variante du lemme IX^ ci-dessous) : pour tout corps k et tout entier n ^ 1, 
toute hypersurface H C de degre au plus n contient-elle une sous-variete 
geometriquement irreductible ? 

Si k est un corps parfait pseudo-algebriquement clos, on salt que k est (C^) des 
que I'une au moins des trois hypotheses suivantes est verifiee : 

- le groupe de Galois absolu de k est abelien (Ax P, Theorem D]) ; 

- le corps k contient un corps algebriquement clos (Denef-Jarden-Lewis [101 ) ; 

- le corps k est de caracteristique nulle (Kollar [72]). 
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Kollar demontre en realite dans [72j I'enonce suivant, d'une portee bien plus large : 
sur un corps pseudo-algebriquement clos de caracteristique nulle, toute variete 
obtenue en faisant degenerer une variete de Fano (qui n'est pas necessairement 
une hypersurface ni meme une intersection d'hypersurfaces de bas degre dans un 
espace projectif) admet un point rationnel. Hogadi et Xu [2S] ont depuis generalise 
ce resultat aux varietes rationnellement connexes (qui ne sont pas necessairement 
de Fano). 

1.1.4 Intersections d'hypersurfaces de bas degre dans I'espace projectif 

Soient i,n,r ^ 1 des entiers, soit k un corps (CJ et soient H^^, . . . , C des 
hypersurfaces. Notons X = H^^ fl • ■ ■ fl et supposons que n ^ d\ + ■ ■ ■ + dl- Par 
definition de la propriete (CJ, la variete X contient un point rationnel si r = 1. 
Pour r quelconque, a-t-on encore necessairement X(fc) 7^ 0? En toute generalite, 
cette question est ouverte. On salt neanmoins qu'elle admet une reponse affirmative 
si di = ■ ■ ■ = (Artin-Lang-Nagata [BS]) ou si k possede une forme normique de 
niveau i et de degre d pour tout entier d > 1 (Lang [TSl Theorem 4]). Une forme 
normique de niveau i et de degre d est un polynome homogene / a coefficients 
dans k, de degre d, en rf* variables, tel que I'hypersurface projective d'equation 
/ = n'admette pas de point rationnel. La terminologie vient de ce que si i/k 
est une extension finie, la norme de £ k k, exprimee dans une base quelconque du 
fc-espace vectoriel i, est une forme normique de niveau 1 et de degre [£ : k]. En 
particulier, un corps fini, et plus generalement tout corps possedant une extension 
finie de chaque degre, admet une forme normique de niveau 1 et de degre d 
pour tout d > 1. Pour la plupart des corps (CJ que Ton rencontre en geometric 
arithmetique, I'existence de formes normiques de tout degre est assuree par la 
propriete suivante (cf. [75., p. 377]) : s'il existe sur k une valuation discrete (de 
rang 1) dont le corps residuel possede une forme normique de niveau z — 1 et de 
degre d, alors k possede une forme normique de niveau i et de degre d. (On prend 
pour convention qu'un corps algebriquement clos possede une forme normique de 
niveau et de degre d pour tout d > 1.) Ainsi, notamment, le corps des fonctions 
d'une variete integre de dimension i (resp. i — 1) sur un corps algebriquement 
clos (resp. sur un corps fini ou sur I'extension non ramifiee maximale d'un corps 
p-adique) possede une forme normique de niveau i et de degre d pour tout d > 1. 
Si k est un tel corps, on a done bien X(fc) 7^ 0. 

1.2 Interlude : surfaces rationnelles et corps (Ci) 

Jusqu'ici nous avons constate que la propriete (C^^) pour le corps k exerce une 
influence sur les points rationnels des hypersurfaces de degre d dans si n ^ c? 
(par deflnition) et plus generalement sur les points rationnels des intersections 
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d'hypersurfaces de degres d^, . . . , d^. dans P)! si n ^ Z]I=i (d'apres le §1.1.4p . 
Lorsqu'elles sont lisses, ces varietes sont rationnellement connexes, au moins 
si k est de caracteristique nulle. Inversement, si X est une variete propre, lisse, 
rationnellement connexe, sur un corps k de caracteristique nulle, mais que X n'est 
pas donnee comme une intersection d'hypersurfaces de bas degre dans un espace 
projectif, il n'y a aucune raison a priori de s'attendre a ce que la propriete (C^) 
pour k ait un quelconque impact sur I'ensemble X(fc). C'est pourtant ce qui 
se produit pour plusieurs classes de varietes rationnellement connexes, comme 
I'illustrent I'exemple des varietes de Severi-Brauer (cf. §1.31 ci-apres). le theoreme 
de Springer-Steinberg (selon lequel si k est un corps parfait (CJ, tout espace 
homogene sous un groupe algebrique lineaire connexe sur k admet un point 
rationnel; cf. [SZl III.2.4]), et le 

Theoreme 1.11 (Manin [801 §4], Colliot-Thelene [22]) SoitX une surface 
propre, lisse, rationnelle, sur un corps k. Si k est (C^) alors X(fc) ^ 0. 

La demonstration s'appuie sur la classification des surfaces rationnelles sur un 
corps arbitraire, etablie par Enriques, Manin et Iskovskikh pi] et qui s'enonce 
ainsi. Soit k un corps. Toute surface sur k propre, lisse et rationnelle s'obtient par 
un nombre fini d'eclatements de centre hsse a partir d'une surface de I'un des deux 
types suivants : 

1. Les surfaces propres, lisses et geometriquement connexes dont le faisceau 
anti-canonique est ample. 

2. Les surfaces X propres, lisses et geometriquement connexes telles qu'il existe 
une courbe C lisse, connexe, rationnelle et un morphisme vr: X — > C dont 
la fibre generique est lisse et dont les fibres sont toutes isomorphes a des 
coniques irreductibles geometriquement reduites. 

Les surfaces de type 1 (resp. 2) sont dites de del Pezzo (resp. fibrees en coniques 
au-dessus d'une conique; la courbe C etant propre, lisse, rationnelle, est en effet 
isomorphe a une conique projective lisse via le plongement anti-canonique). EUes 
sont toujours rationnelles. 

Esquisse de demonstration du theoreme \l.ll\ — (Voir [68, IV. 6. 8] pour les details.) 

Soient k un corps {G^) et X une surface rationnelle, propre et lisse sur k. Pour 
etablir le theoreme, on pent supposer que X est de I'un des deux types standard 
d'Enriques-Manin-Iskovskikh. 

Si vr: X — C est une surface rationnelle fibree en coniques, on a C(/c) ^ 
puisque C est isomorphe a une conique et que k est (C^^). Fixons c e C(fc). La fibre 
de TT en c admet a son tour un point rationnel, etant elle aussi isomorphe a une 
conique. D'ou X(A;) ^ 0. 
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Supposons maintenant X de del Pezzo. On appelle degre de X le nombre d'auto- 
intersection de son faisceau canonique. II est compris entre 1 et 9. Notons-le d. 
Pour (i ^ 3, le faisceau anti-canonique est tres ample et permet de voir X comme 
une sous-variete de degre d dans Pf. Si = 3, la surface X s'identifie ainsi a une 
surface cubique dans P^, de sorte que X(fc) ^ par definition de la propriete (C]^). 
Si (i = 4, la surface X est une intersection lisse de deux quadriques dans P^. 
D'apres Artin-Lang-Nagata, cela enframe de nouveau que X(/c) ^ (cf. §1.1.4p . 
Swinnerton-Dyer a montre que les surfaces de del Pezzo de degre 5 ont toujours 
un point rationnel, sans hypothese sur le corps de base. II en va de meme pour 
les surfaces de del Pezzo de degres 1 et 7, pour des raisons triviales (si c? = 1, le 
systeme lineaire anti-canonique admet un unique point base ; si ci = 7, la surface 
est isomorphe a I'eclate de P| en deux points rationnels ou en un point ferme de 
degre 2). Les surfaces de del Pezzo de degre 9 sont les varietes de Severi-Brauer de 
dimension 2, i.e. les surfaces qui apres une extension finie des scalaires deviennent 
isomorphes au plan projectif. Nous montrerons au §1.3l qu'elles admettent un point 
rationnel sur tout corps (C^). Un argument de meme nature permet de traiter plus 
generalement les surfaces de del Pezzo de degre ^ 6 (on se ramene a la propriete : 
sur un corps (C^), tout espace principal homogene sous un tore admet un point 
rationnel [251 X.7]). Restent les surfaces de del Pezzo de degre 2. Supposons pour 
simplifier que k soit de caracteristique ^ 2. Les surfaces de del Pezzo de degre 2 
sur k sont alors les revetements doubles de P| ramifies le long d'une courbe 
quartique lisse. Elles sont done definies par une equation « homogene » de la forme 
= f{x,y,z), ou f est un polynome homogene de degre 4 et oil les variables x, 
y, z sont de poids 1 et t est de poids 2. Si tout element de k est un carre, on a 
X(/c) 7^ de fagon evidente. Sinon, il existe un polynome homogene g G 
de degre 2, tel que I'equation g{u,v) = n'ait pas de solution dans k'^ \ {(0,0)}. 
L'equation g{u,vy = f{x,y,z) definit alors une hypersurface de degre 4 dans P^. 
Comme k est (C^), cette hypersurface admet un fc-point, d'oii X(/c) 7^ 0. □ 

Ces diverses considerations nous amenent a poser la question suivante, qui fait 
partie du folklore : 

Question 1.12 — Soit X une variete propre, lisse, separablemen^ rationnelle- 
ment connexe, sur un corps k. Si k est {C^, a-t-on necessairement yi{k) ^ ? 

On salt que la reponse est affirmative si k est le corps des fonctions d'une 

1. Une variete X geometriquement connexe sur k est dite separablement rationnellement 
connexe s'il existe un morphisme /: Pi — )■ X (S)k k tel que /*Tx soit ample, 011 k designe 
une cloture algebrique de k. Si k est de caracteristique 0, il revient au meme de demander 
que X soit rationnellement connexe. En caracteristique p > la condition « separablement 
rationnellement connexe » est strictement plus forte. EUe permet d'ecarter certaines pathologies 
comme les varietes de type general qui sont en meme temps rationnellement connexes |99) . 
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courbe sur un corps algebriquement clos (d'apres Graber, Harris, Starr et de Jong, 
cf. |1H] et [23]) ou si k est un corps fini (d'apres Esnault, cf. §l]ci-dessous). Le cas 
particulier de la question 11.121 oia k est I'extension non ramifiee maximale d'un 
corps p-adique merite d'etre enonce separement : 

Question 1.13 — Toute variete propre, lisse et rationnellement connexe sur 
un corps p-adique acquiert-elle un point rationnel apres une extension finie non 
ramifiee des scalaires ? 

La question 11.131 est parallele au theoreme de Graber, Harris, Starr et de Jong 
qui vient d'etre mentionne (cf. [2HI Theoreme 7.7, Remarque 7.8]). 

Nous venons de rencontrer avec la question 11.131 un premier probleme ou- 
vert concernant I'arithmetique des varietes rationnellement connexes. Les ques- 
tions 11.121 et 11.131 sont cependant en elles-memes d'une portee tres limitee, cela 
autant a cause de leurs hypotheses (beaucoup de corps ne sont pas (C^), surtout 
parmi les corps qui presentent un interet du point de vue de I'arithmetique) qu'a 
cause de la propriete qu'elles considerent (savoir que X(A;) 7^ ne renseigne en rien 
sur la structure de I'ensemble X(A;), sur les courbes rationnelles geometriquement 
integres contenues dans X, sur les groupes de Chow de X, etc). 

L'un des buts de la seconde moitie du chapitre [T] sera de parvenir a la 
formulation de quelques grandes questions ouvertes au sujet de I'arithmetique des 
varietes rationnellement connexes. Au §1.31 nous introduisons la notion de groupe 
de Brauer. Elle intervient a plusieurs endroits dans la suite du texte. Au §1.41 nous 
definissons I'obstruction elementaire, qui est une obstruction a I'existence de points 
rationnels sur un corps arbitraire, et I'utilisons pour formuler, suivant de Jong et 
Starr, un analogue de la question 11.121 sur le corps C{x,y). Au §1.5^ consacre 
a I'obstruction de Brauer-Manin, nous arrivons a une premiere question ouverte 
sur les varietes rationnellement connexes definies sur un corps de nombres. La 
R-equivalence et les groupes de Chow de 0-cycles forment le sujet du §1.6[ Enfin, 
le §1.71 rassemble quelques questions ouvertes qui n'ont pas trouve leur place dans 
les paragraphes precedents. 

1.3 Groupe de Brauer 

La notion de groupe de Brauer sera utilisee aux paragraphes 11.41 et 11.51 ainsi 
que dans |1U1) . Elle est etroitement liee a la propriete (C^^) ainsi qu'a I'etude des 
varietes de Severi-Brauer, qui constituent I'exemple le plus simple de varietes 
rationnellement connexes. Nous nous bornons ici a donner une definition et 
quelques exemples. Dans ce paragraphe, la plupart des preuves sont omises. Le 
lecteur desireux d'en savoir plus consultera avec profit Platonov et Yanchevskii [90j. 
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Soient k un corps et k une cloture separable de A;. Le groupe de Brauer de k 
est un groupe abelien de torsion defini comme suit. 

Une algebre centrale simple sur k est une /c-algebre (unitaire) A telle que la 
fc-algebre A <^j^k soit isomorphe a I'algcbrc de matrices M^(k) pour un n ^ 1. 
L'entier n est alors appele le degre de A. Les corps gauches de centre k et de 
dimension finic sur k sont dcs algcbrcs centrales simples sur k. Si A est unc algebre 
centrale simple sur k, il existe un entier r ^ 1 et un corps gauche D de centre k tels 
que A soit isomorphe a la A;-algebre D (8)^^. M^(A;). Le corps gauche D est determine 
par A a un /c-isomorphisme pres, on peut done parler du corps gauche associe a A. 
Deux algebres centrales simples sur k sont semblables si les corps gauches qui leur 
sont assocics sont A:-isomorphcs. 

La relation M^(^)®M^(fc) ~ M^^(^) montre que les algebres centrales simples 
sont stables par produit tensoriel. De plus, si A, A', B et B' sont des algebres 
centrales simples sur k, si A est semblable a A' et si B est semblable a B', alors 
A B est semblable a A' (g)^ B'. Par consequent le produit tensoriel definit une 
operation sur les classes de similitude d'algcbrcs centrales simples sur k. 

Le groupe de Brauer de k, note Br(/c), est par definition I'ensemble des classes de 
similitude d'algebres centrales simples sur k, muni du produit tensoriel. L'element 
neutre est represents par la fc-algebre k. Si A est une algebre centrale simple 
sur k, I'inversc de la classe dc A dans Br(A;) est represcntc par I'algebre opposee 
A° (par definition A° = A cn tant que /c-espace vectoriel, mais la multiplication 
de A° envoie x,y G A sur yx E A) ; en efi^et A (g)^ A° s'identifie a I'algebre des 
endomorphismes du /c-espace vectoriel A, par I'application qui k a <S> b associe 
I'endomorphisme x i->- axb. 

Exemples — (i) Si k est separablement clos, alors Br(A;) = 0. 

(ii) Si k est un corps fini, alors Br(/c) — 0. C'est le theoreme de Wedderburn, 
habituellement enonce ainsi : « tout corps fini est commutatif ». 

(iii) Les quaternions de Hamilton forment une algebre centrale simple sur R. 
Plus generalement, si k est im corps de caracteristique 7^ 2 ct si a.b G k*. la 
/c-algebre k®ke(Bkf(B kef dcfinie par = a, p = b, fe = —ef est une algebre 
centrale simple sur k, de degre 2, encore appelee algebre de quaternions. C'est un 
corps gauche si et seulement si la conique d'equation homogene ax^ + by^ — 
n'admct pas dc point A;-rationnel. 

Notons (a, 6)^ G Br(A;) la classe de I'algebre dc quaternions associcc a a.b E k*. 
L'application k* x k* ^ Br(A;), (a, 6) &)a; est Z-bilineaire symetrique et se 

factorise par k*/k*'^ x k*/k*'^. 

(iv) Si R est le corps des reels, on a Br(R) = Z/2, engendre par la classe 
(— 1,— l)j^ des quaternions de Hamilton. Ccttc proprictc fut prouvee a I'origine 
par Frobenius mais elle resulte immediatement de I'interpretation cohomologique 
du groupe de Brauer (voir plus bas). 
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(v) Si k est un corps p-adique, la theorie du corps de classes locale fournit un 
isomorphisme canonique Br(fc) ^ Q/Z. 

(vi) Si k est un corps de nombres, la theorie du corps de classes globale fournit 
une suite exacte 

^Br(A;) ^ Br(A;J > Q/Z >0 (1.3.1) 

on VL designe I'ensemble des places de k et k^ est le complete de en w, et on 
inv^: Br(A;„) — )• Q/Z est 1' isomorphisme evoque en (v) si v est une place finie et 
est I'inclusion evidente resultant de (iv) ou de (i) si v est infinie. La fieche de 
gauche envoie la classe d'une /c-algebre centrale simple A sur la famille des classes 
des fc^-algebres centrales simples K®^^k^. 

Avec I'exemple des algebres de quaternions, on voit que le groupe de Brauer 
controle I'existence de points rationnels sur les coniques. Le phenomene est plus 
general. On dit qu'une variete X sur k est une variete de Severi-Brauer si 
X 0^ est fc-isomorphe a I'espace projectif pour un n ^ 0. II y a une 
correspondance biunivoque entre les algebres centrales simples sur k de degre n 
(a isomorphisme pres) et les varietes de Severi-Brauer sur k de dimension n — 1 
(a isomorphisme pres). Les algebres de quaternions correspondent aux coniques 
projectives lisses ; I'algebre de matrices M„(/c) correspond a I'espace projectif Pfc~^ 
On pent montrer qu'une variete de Severi-Brauer admettant un point rationnel est 
automatiquement isomorphe a I'espace projectif. Ainsi, a toute variete de Severi- 
Brauer X sur k est associee une classe de Br(/c), et cette classe est nuUe si et 
seulement si X(A;) 7^ 0. 

Bien entendu, les varietes de Severi-Brauer sont separablement rationnellement 
connexes. Pour que la question 11.121 soit raisonnable, il faudrait done que toute 
variete de Severi-Brauer sur un corps (C^) admette un point rationnel. Cest bien 
le cas : 

Proposition 1.15 — Le groupe de Brauer d'un corps (Ci) est nul. 

Demonstration — Soient k un corps (Cj^) et D un corps gauche de centre k et de 
dimension finie sur k. 

Choisissons une cloture separable /c de et un isomorphisme de fc-algebres 
Lp: D ®i^k M„(fc). L'application D (S)^ -> fc, a; (-)■ det(</9(a;)) est polynomiale, 
au sens oil dans une base du fc-espace vectoriel D elle s'ecrit comme un polynome 
en les coordonnees. II resulte du theoreme de Skolem-Noether, selon lequel tout 
automorphisme d'une algebre centrale simple est interieur, qu'elle ne depend pas du 
choix de ip. Cela entraine qu'elle est Gal(A;/A;)-equivariante — en effet, la conjuguer 
par a G Ga\{k/k) revient a remplacer par aifa~^ , c'est-a-dire a changer le 
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choix de Lp. Elle provient done par extension des scalaires d'une unique application 
polynomiale D — )■ /c, appelee norme reduite et notee Nrd. 

Dans une base de D sur /u, Is, norme reduite est un polynome homogene de 
degre n en variables. Ce polynome ne s'annule qu'en G D puisque D est un 
corps gauche et que Nrd(x?/) = Nrd(x)Nrd(|/) pour tons x,y G D. Le corps k 
etant (Ci), il s'ensuit que n ^ n"^, autrement dit n = 1 et done D = k. □ 

La proposition 11.151 implique en particulier que le groupe de Brauer d'un corps 
fini ou de C(t) est nul. 

Le groupe de Brauer Br(A;) admet une interpretation cohomologique : il 
s'identifie au groupe de cohomologie galoisienne H^(A;, k*) (cohomologie du groupe 
profini GaAik/k) a valeurs dans le module galoisien discret k ). Cela entrame qu'il 
est de torsion. 

Jointe a cette interpretation cohomologique, la proposition 11.151 constitue le 
point de depart de la theorie de la dimension cohomologique des corps, due a Tate 
(cf. [921 Ch. II]). 

Grothendieck a defini le groupe de Brauer (cohomologique) Br(X) d'un 
schema X par la formule Br(X) = II?^(X, G^j^). Si k est un corps et que X = 
Spec(fc), on retrouve le groupe Br(A;) considere ci-dessus. Sous des hypotheses assez 
generales il existe une interpretation des elements de Br(X) en termes de families 
d'algebres centrales simples parametrees par X ; nous n'en aurons cependant pas 
I'utilite. Nous nous contentons de noter que si X est une variete integre lisse sur 
un corps k, alors Br(X) est naturellement un sous-groupe de Br(/c(X)), oii k(X) 
designe le corps des fonctions de X (cf. 121], II, §1]). Ainsi, par exemple, le groupe 
de Brauer d'une courbe lisse sur un corps algebriquement clos est nul, d'apres le 
theoreme 11.31 et la proposition I1.15[ 

1.4 Obstruction elementaire 

Dans ce paragraphe nous definissons I'obstruction elementaire ; c'est I'une des 
rares obstructions a I'existence d'un point rationnel qui aient un sens pour des 
varietes lisses arbitraires sur un corps arbitraire. Cette obstruction intervient dans 
la formulation des questions pertinentes concernant les varietes « rationnellement 
simplement connexes » sur le corps C{x,y). 

Soit X une variete lisse et geometriquement integre sur un corps k. Soient k 
une cloture separable de k et fc(X) le corps des fonctions de X (g)^ k. 

Proposition 1.16 — Si X(A;) ^ 0, le morphisme de groupes k* k{X)* admet 
une retraction GaA{k/k)-equivariante. 
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Demonstration — Soit x G X(/c). Notons n = dim(X). Comme X est regulier, le 
complete de I'anneau local i^xx fc-isomorplie a k[[ti, . . ., t^]]. Le corps ^(X) 
se plonge done de maniere Gal(/i;/fc)-equivariante dans le corps de series formelles 
iterees k{{t^)) ■ ■ ■ {(t^)). Pour conclure on remarque que le morphisme de groupes 
k A;((t]^)) • ■ ■ admet une retraction equivariante evidente : celle obtenue 

en composant les n morphismes k{(t^)) ■ ■ ■ {(t-))* — > ^((^i)) ■ ■ ■ ((^j_i))* qui a une 
serie formelle en et a coefficients dans k{{t^)) ■ ■ ■ associent son coefficient 

non nul de plus bas degre. □ 

Si le morphisme de groupes k* ^ A;(X)* n'admet pas de retraction equivariante, 
on dit, suivant Colliot-Thelene et Sansuc [SU], qu'il y a une obstruction elementaire 
a I'existence d'un /c-point sur X. II ne pent y avoir d'obstruction elementaire si k 
est un corps (C^) (pour les varietes rationnellement connexes cela resulte de [2D] ; 
voir jlU7[ Th. 3.4.1] pour le cas general). 

L'obstruction elementaire est liee au probleme de la descente de faisceaux 
inversibles sur X ®fc qui, a isomorphisme pres, sont invariants par Gal(A;/A;) : 

Proposition 1.17 — Supposons que toute fonction inversible sur X k soit 
constante (par exemple X propre). Les fleches naturelles Pic(X) — )■ Pic(X 0^ k) et 
Br(fc) — Br(X) s'inscrivent dans une suite exacte canonique 

> Pic(X) > Pic(X (g)j^ k)^^Kk/k) g^^^) ^ Br(X) . 

Si ['obstruction elementaire a I'existence d'un k-point sur X s'evanouit, alors 
Br(fc) — Br(X) est injective, de sorte que Pic(X) ^ Pic(X ^)Gai(fc/fc)_ 

Demonstration — La premiere assertion resulte formellement de la suite spectrale 
de Hochschild-Serre W{k,B.UX^,^ k,GJ) Hf+'?(X, G^) et du theoreme 90 
de Hilbert (qui affirme que H.^{k,k ) = 0). Si I'inclusion k /c(X)* admet une 
retraction Gal(A;//c)-equivariante, la fleche H^(A;, k*) — ^ H^(A;, A;(X)*) qu'elle induit 
en cohomologie admet aussi une retraction et est done injective. Or d'une part 
B.\k,k ) = Br(A;), et d'autre part B.\k,k{Xy) s'injecte dans Br(fc(X)), comme il 
resulte de nouveau de la suite spectrale de Hocliscliild-Serre et du theoreme 90 de 
Hilbert. Cela demontre la proposition puisque Br(X) C Bi{k{X)). □ 

Exemple — Pour comprendre la proposition 11.171 prenons pour X une conique 
projective lisse sur k. Dans ce cas X ®^ est isomorphe a Pl et I'application 
« degre » determine done un isomorphisme Pic(X k) Z. L 'action de 
Gal(A;/A;) sur Pic(X k) est triviale. L'inclusion Pic(X) C Pic(X ®^ k)Gi,\{k/k) 
s'identifie a l'inclusion, dans Z, du sous-groupe engendre par les degres des points 
fermes de X; done a Z C Z si X(fc) 7^ et a 2Z C Z sinon. L'image de 
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1 G Z = Pic(X ®fc par § gg^ classe dans Br(A;) de la conique X vue 

comme variete de Severi-Brauer. 

C'est via la proposition 11.171 que I'obstruction elementaire joue un role dans 
I'etude des varietes « rationnellement simplement connexes ». La definition precise 
de la simple connexite rationnelle est en cours d'elaboration (cf. [32, §1]). Cette 
notion est a la connexite rationnelle ce qu'en topologie la simple connexite est 
a la connexite. L'espoir formule par de Jong et Starr dans [22] est que sur le 
corps C{x,y), toute variete « rationnellement simplement connexe » pour laquelle 
I'obstruction elementaire s'evanouit admette un point rationnel. Un tel enonce 
serait I'analogue du theoreme de Graber, Harris et Starr \48l selon lequel sur le 
corps C{x), toute variete rationnellement connexe admet un point rationnel. Sur 
le corps C(a;), qui est (Cj^), I'obstruction elementaire ne joue pas de role ; mais sur 
C{x,y) elle ne pent etre ignoree puisque meme dans le cas des varietes dont la 
geometric est la plus simple (les varietes de Severi-Brauer), elle ne s'annule pas en 
general. 

Citons pour terminer I'etude systematique entreprise par Borovoi, Colliot- 
Thelene et Skorobogatov [E] de I'obstruction elementaire pour les espaces ho- 
mogenes de group es algebriques. 

1.5 Obstruction de Brauer— Manin 

Les phenomenes globaux qui rendent I'arithmetique des corps de nombres plus 
complexe que celle des corps finis, des corps p-adiques, ou que celle des corps de 
fonctions d'une variable sur un corps algebriquement clos, jouent bien siir aussi un 
role important dans I'arithmetique des varietes rationnellement connexes definies 
sur un corps de nombres. 

Ces phenomenes compliquent la theorie mais ils constituent en meme temps 
des outils pour la comprendre. 

Ainsi, en combinant la notion de groupe de Brauer d'une variete (introduite par 
Grothendieck) avec la theorie du corps de classes globale (et plus precisement la loi 
de reciprocite), Manin [ST] a defini, pour toute variete X sur un corps de nombres k, 
un ensemble qui joue le role d'une « premiere approximation » de I'ensemble X(fc) 
des points rationnels de X. Plus precisement, supposons la variete X propre et 
lisse et notons X(A;.) I'espace Yiven ^(^t))) ^ designe I'ensemble des places de k 
et k^ le complete de k en v. Manin considere le sous-ensemble X(A^)^^ C X(A^) 
constitue des families (P„)^gn G X(A^) telles que pour tout A e Br(X), la somme 
inv^ A(Pj^) soit egale a G Q/Z. (On montre que cette somme est finie.) 
Ici A(Pj,) G Br(/c^) designe revaluation de A en P^, et inv^: Br(A;^) Q/Z 
est r application apparaissant dans la suite exacte fll.3.11) . Comme (11.3.11) est un 
complexe, I'ensemble X(/c), qui est naturellement un sous-ensemble de X(A^), est 
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meme inclus dans X(A^)^''. En particulier, si X(Aj;.)^'' = 0, alors X(fc) = ; on dit 
dans ce cas qu'il y a une obstruction de Brauer-Manin d V existence d'un k-point 
sur X. 

Munissons X(A^) de la topologie produit des topologies f-adiques. Le sous- 
ensemble X(A^)^^ est ferme dans X(A;,). Par consequent, si X(Aj;.)^^ 7^ X(A;,), 
Tensemble X(A;) ne pent etre dense dans X(Aj;.). On dit dans ce cas qu'il y a une 
obstruction de Brauer-Manin a I 'approximation faible surX. 

Y a-t-il d'autres phenomenes que I'obstruction de Brauer-Manin qui peuvent 
empecher qu'une variete rationnellement connexe sur un corps de nombres possede 
un point rationnel ou encore satisfasse a 1' approximation faible ? La question est 
ouverte : 

Question 1.19 (Colliot-Thelene | I26L p. 174]) — Soient k un corps de nombres 
etX une variete propre, lisse, rationnellement connexe, surk. L 'ensemble X{Af.)^'^ 
coincide-t-il necessairement avec I'adherence de X(fc) dans X(Aj;,) ? 

Que cette question admette une reponse affirmative dans le cas des surfaces 
est une conjecture de Colliot-Thelene et Sansuc. De tres nombreux travaux ont 
ete consacres a ce probleme, tant pour les surfaces rationnelles que pour d'autres 
types de varietes rationnellement connexes (notamment les compactifications lisses 
d'espaces liomogenes de groupes algebriques lineaires ou encore les intersections 
completes de bas degre dans P"). Nous renvoyons a [89j pour un survol et pour 
de nombreuses references supplementaires a la litterature, et a P3l §4] pour une 
conjecture plus precise dans le cas des varietes rationnelles. 

Notons qu'une reponse affirmative a la question 11.191 impliquerait que tout 
groupe fini est groupe de Galois sur Q (cf. [HSl §3.5]). 

1.6 Groupe de Chow, R-equivalence 

Soit X une variete sur un corps k. 

Deux points rationnels x,y E X{k) sont directement H- equivalents s'il existe 
une application rationnelle ip: Y*\ --^ X definie en et en 00 telle que </9(0) = x et 
V9(cxd) = y. La R-equivalence est par definition la plus petite relation d'equivalence 
sur X(/c) contenant la R-equivalence directe. Cette notion fut introduite par 
Manin [S2]. L'ensemble des classes de R-equivalence est note X(fc)/R. 

Un 0- cycle sur X est un element du Z-module libre de base l'ensemble des 
points fermes de X. Deux 0-cycles sont rationnellement equivalents si leur difference 
est une combinaison lineaire de cycles de la forme f^{z), ou /: C — X est un 
morphisme propre d'une courbe normale connexe vers X et 2; est un diviseur 
principal sur C. Le groupe de Chow des 0-cycles sur X est le quotient CHg(X) 
du groupe des 0-cycles sur X par le sous-groupe des 0-cycles rationnellement 
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equivalents a 0. Si X est propre sur fc, il y a une fleche « degre » de CHq(X) vers Z ; 
son noyau est le groupe de Chow des 0-cycles de degre sur X, note Aq(X). 

Deux points R-equivalents sont rationnellement equivalents. En consequence, 
I'etude du quotient X(fc)/R est liee a celle du groupe Ag(X). 

II existe plusieurs grandes questions ouvertes concernant I'ensemble X(A;)/R 
et le groupe Aq(X) pour les varietes separablement rationnellement connexes. 
Nous enongons dans ce paragraplie les plus significatives d'entre elles et renvoyons 
le lecteur au rapport de Colliot-Thelene [2Sl §10-§11] pour une discussion plus 
approfondie de ces questions, de questions connexes, et des resultats connus. 

Question 1.20 (Colliot-Thelene |29| ) — Soient k un corps {C-^) et X une 
variete propre, lisse, separablement rationnellement connexe, sur k. A-t-on neces- 
sairement Card(X(A;)/R) ^ 1 et k^iX) = ? 

Comme Colliot-Thelene le remarque dans [2H], si I'inegalite Card(X(/c)/R) ^ 1 
etait verifiee pour toute surface rationnelle X sur le corps k = C{t), les varietes 
complexes de dimension 3 fibrees en coniques sur seraient toutes unirationnelles 
(ce qui est peu vraisemblable). La question merite neanmoins d'etre posee, au vu 
de tons les resultats connus allant dans le sens d'une reponse positive. Entre autres, 
on a bien Aq(X) = si A; est un corps fini (Kato-Saito) ou si X est une surface 
rationnelle (Colliot-Thelene), et I'on a bien Card(X(A;)/R) ^ 1 si A; est fini et de 
cardinal assez grand en un sens precis (Kollar-Szabo ; ce theoreme fera I'objet 
du §3]). Voir [29J pour d'autres resultats et pour des references a la litterature. 

Si maintenant k est un corps p-adique ou un corps de nombres, la mauvaise 
reduction a tendance a s'opposer a ce que Card(X(fc)/R) ^ 1 ou Aq(X) = 0. 
Kollar a neanmoins demontre que X(A;) /R est un ensemble fini si X est une variete 
lisse rationnellement connexe sur un corps p-adique k. Ce theoreme fera I'objet 
du ^ On pent de meme esperer que les questions suivantes admettent une reponse 
positive : 

Questions 1.21 (Colliot-Thelene [23], [24], [29]) Le groupe Aq{X) est-ilfini 
si X est une variete propre, lisse, rationnellement connexe sur un corps p-adique ? 
L'ensemble X(fc)/R et le groupe Aq(X) sont-ils finis si X est une variete propre, 
lisse, rationnellement connexe sur un corps de nombres ? 

Nous renvoyons de nouveau a [29J pour une discussion des cas connus (voir 
aussi §5]). Si k est un corps de nombres, la question de la finitude de X{k)/R 
est ouverte meme pour les surfaces rationnelles. 

Si k est un corps de type fini sur son sous-corps premier et X est une variete 
propre, lisse, separablement rationnellement connexe, sur k, on ne salt pas si Aq(X) 
est toujours fini ou non (cf. [23 §11])- En revanche Kollar [7T] a fabrique des 
exemples montrant que X(/c)/R pent etre infini, avec k = Q(t). 
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1.7 Quelques autres questions sur I'arithmetique des va- 
rietes rationnellement connexes 

La conjecture suivante est un cas particulier d'une conjecture de Campana qui 
caracterise de fagon purement geometrique, parmi les varietes definies sur un corps 
de nombres, celles dont les points rationnels sont « potentiellement denses ». 

Conjecture 1.22 (Campana |17L Conjecture 9.20]) — Soient k un corps de 
nombres et X une variete propre, lisse, rationnellement connexe, sur k. II existe 
une extension finie i/k telle que X(£) soit dense dans X i pour la topologie de 
Zariski. 

On ignore meme : 

Question 1.23 — SoitX une variete propre, lisse, separablement rationnellement 
connexe sur un corps infini k. Si Vensemhle X(fc) n' est pas vide, est-il dense dans X 
pour la topologie de Zariski ? 

II n'y a pas de raison d'esperer que dans cette generalite, la reponse a cette 
question soit positive. Cependant, il en va ainsi lorsque k est le corps des fonctions 
d'une courbe sur un corps algebriquement clos, du moins si la variete X est 
projective (Kollar-Miyaoka-Mori [68, IV. 6. 10]). Pour = Q, la question 11.231 
est ouverte meme dans le cas des surfaces rationnelles. 

Rosenlicht p. 46] donne des exemples de corps k infinis et de courbes 
affines lisses rationnelles X telles que X(fc) soit fini et non vide. (Bien entendu, le 
corps k est imparfait et la compactification reguliere de X n'est pas lisse sur k.) 
L'hypothese de proprete est done essentielle dans la question 11.231 

Une reponse affirmative a la question II. 191 entrainerait une reponse affirmative 
a la question 11.231 pour les corps de nombres, et done impliquerait la validite de 
la conjecture ll.22[ La conjecture 11.221 est connue pour toutes les varietes de Fano 
lisses de dimension 3 a I'exception des revetements doubles de ramifies le long 
d'une surface sextique (Bogomolov, Harris, Tschinkel ; cf. [13]) mais elle est ouverte 
pour les varietes de dimension 3 fibrees en coniques sur P^. 

Jusqu'ici nous avons seulement considere des questions de nature qualitative 
concernant les points rationnels et les 0-cycles sur les varietes rationnellement 
connexes. Sur un corps de nombres, les aspects quantitatifs donnent egalement lieu 
a des problemes tres interessants (estimation asymptotique du nombre de points 
rationnels de hauteur bornee, interpretation des constantes qui apparaissent). Leur 
etude fut entamee par Manin a la fin des annees 1980. Nous renvoyons a Peyre [HH] 
pour un survol des conjectures et resultats connus en 2001. 
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Signalons enfin deux problemes qui, a defaut d'etre de nature arithmetique, 
sont directement inspires de preoccupations arithmetiques : la question de I'ap- 
proximation faible pour les varietes rationnellement connexes definies sur le corps 
des fonctions d'une courbe complexe, traitee en detail dans et [SS] ; et un 
probleme analogue pour les varietes rationnellement connexes sur le corps des 
fonctions d'une courbe reelle. Par exemple on pent demander : si C est une courbe 
propre et lisse sur le corps R des reels, si /: X — >■ C est un morpliisme propre 
de fibre generique geometrique lisse, rationnellement connexe (done connexe), et 
si I'application X(R) — )■ C(R) induite par / admet une section continue a valeurs 
dans I'ouvert de lissite de /, alors le morpliisme / admet-il une section? Ce type 
de questions, qui trouve son origine dans les travaux de Witt, est aborde par 
Ducros [41], auquel nous renvoyons le lecteur pour davantage de references a la 
litterature. 

2 Varietes rationnellement connexes sur les corps 
fertiles 

Dans ce chapitre nous exposons les resultats obtenus par KoUar ^\ en 1999 
au sujet de I'arithmetique des varietes rationnellement connexes sur des corps 
tels que ou R, puis nous en evoquons quelques raffinements ulterieurs (dus 
a KoUar [7T]). Ici entrent en jeu les techniques de deformation de courbes 
rationnelles ; pour la premiere fois elles sont appliquees dans des situations oil 
le corps de base n'est pas algebriquement clos. 

2.1 Enonce du theoreme principal; consequences 

Solent k un corps, k une cloture algebrique de et X une variete projective, 
lisse et separablement rationnellement connexe, sur k. 

Que la variete X soit separablement rationnellement connexe signifie que X^f^k 
contient une courbe rationnelle tres libre, c'est-a-dire qu'il existe un morphisme 
/: pi — X ®fc ^ tel que f*Tx soit ampleQ D'apres KoUar, Miyaoka et Mori, pour 
tout point de X 0^ il existe une courbe rationnelle tres libre sur X ®^ passant 
par ce point. Lorsque k n'est pas algebriquement clos, on pent se demander si la 
meme chose est vraie sans etendre les scalaires de k k k : 

Question 2.1 — Soit x G X(A;). Existe-t-il un morphisme /: — t- X te/ que 
/*Tx soit ample et que /(O) = x ? 

2. Rappelons que /*Tx est isomorphe (comme tout faisceau de modules localement libre de 
type fini sur P^) a une somme directe ^(oi) pour des £ Z ; il est ample si et seulement 

si > pour tout i. 
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C'est la une question ouverte (cf. ^ §9]). II est peu vraisemblable qu'elle 
admette une reponse affirmative en toute generalite (notamment pour k fini ou 
pour k = C(t)). Le theoreme principal de ce chapitre (theoreme 12.41 ci-dessous) 
affirme neanmoins que tel est le cas lorsque le corps k est fertile. 

Definition 2.2 (Pop [91j) — Le corps k est dit fertile ( « large » en anglais) si 
pour toute variete X connexe, lisse sur k et telle que X(A;) ^ 0, V ensemble X(A;) 
est dense dans X pour la topologie de Zariski. 

Dans la definition I2.2[ la variete X n'est pas supposee rationnellement connexe. 
On pent verifier que le corps k est fertile si et seulement si pour toute courbe C 
lisse sur k telle que C(A;) ^ 0, I'ensemble C{k) est infini. 

Exemples — (i) Tout corps local usuel (c'est-a-dire les corps Q^, Fp((t)), R et 
leurs extensions finies) est fertile. Cela resulte du theoreme d'inversion locale pour 
les varietes analytiques [SHI Part II, Th. III. 9. 2]. 

(ii) Tout corps reel clos et tout corps p-adiquement clos {i.e. tout corps dont le 
groupe de Galois absolu est isomorphe a celui de R ou d'un corps p-adique ; par 
exemple la fermeture algebrique de Q dans Qp) est fertile (cf. Theorem 7.8]). 

(iii) Tout corps pseudo-algebriquement clos (voir la definition 11.91) est fertile. 

(iv) Tout corps dont le groupe de Galois absolu est un pro-p-groupe est fertileE|. 

(v) Le corps des fractions de tout anneau local henselien integre est fertile 
(cf. inSl Theorem 1.1]). En particulier, quels que soient le corps k et I'entier n ^ 1, 
le corps k{{x^, . . ., x^)) est fertile. 

(vi) Si k est un corps global et S un ensemble fini de places de k, la plus grande 
extension algebrique de k dans laquelle les places de S sont totalement decomposees 
est un corps fertile (cf. [5H 2.4.3]). En particulier le corps des nombres algebriques 
totalement reels est fertile. 

Theoreme 2.4 (Kollar |69] ) — Soient k un corps fertile et X une variete 
projective, lisse et separahlement rationnellement connexe, sur k. Soit x G X(/c). 
// existe un morphisme /: P^ — ?■ X te/ que /(O) = x et que f*Tx soit ample. 

Nous consacrerons le §2.21 a la preuve du theoreme 12.41 Son corollaire le plus 
frappant (que nous prouverons au ^2.31) concerne la R-equivalence (cf. §1.61) : 

Corollaire 2.5 — 5*0?;^ k un corps p-adique ou le corps R des reels. Soit X une 
variete projective, lisse et rationnellement connexe, surk. L 'ensemble X{k)/Ii est 

3. Lorsque le corps est parfait, cette remarque est due a Colliot-Thelene [25J. II s'avere que 
I'argument de [25] s'applique aussi lorsque k n'est pas parfait, compte tenu que pour toute courbe 
lisse X sur k et tout ouvert dense U C X, tout diviseur sur U est lineairement equivalent, sur X, 
a un diviseur dont le support est lisse et inclus dans U (cf. \105i Lemma 3.16]). 



22 



fini et les classes de R.- equivalence sont des parties ouvertes et fermees de X(fc). En 
particulier, si k = 11, les classes de H- equivalence sont exactement les composantes 
connexes de X(R). 

La finitude de X(fc)/R lorsque k est un corps local n'etait auparavant connue 
que dans un certain nombre de cas particuliers (les surfaces rationnelles, a 
I'exception des surfaces de del Pezzo de degre 1 ou 2 ; les intersections lisses 
de deux quadriques dans pour n ^ 4 ; les hypersurfaces cubiques lisses ; les 
compactifications de groupes algebriques lineaires). 

En revanche le theoreme 12.41 ne dit rien sur la finitude de Aq(X). 

Un autre corollaire notable du theoreme 12.41 concerne les varietes uniration- 
nelles. Une variete X unirationnelle et lisse sur un corps k est-elle fc-unirationnelle 
des que X(fc) 7^ ? Cette question est ouverte. II semble probable que la reponse 
soit negative en general ; neanmoins le theoreme 12.41 permet d'apporter une reponse 
positive pour certaines varietes X lorsque k est fertile. Le cas le plus simple est 
celui des surfaces fibrees en coniques (cf. §1.2p . qui au moins sur les corps p-adiques 
avait deja ete etabli par Yanchevskii jllUj : 

Corollaire 2.6 (Yanchevskii) — SoitX une surface projective, lisse, rationnelle, 
fibree en coniques, sur un corps k. Supposons k fertile. Alors X est k-unirationnelle 
si et seulement si X(/c) 7^ 0. 

Demonstration — Si X est A;-unirationnelle alors X(A;) 7^ de fagon evidente. 
Reciproquement, supposons X(/c) non vide. Notons vr: X — )■ P]. une fibration en 
coniques sur X. D'apres le theoreme 12.41 il existe un morphisme /: P^ — X tel 
que /*Tx soit ample. Le compose vr o / : P^ — )■ P^ est fini (sinon I'image de / 
serait une courbe rationnelle contenue dans une fibre de vr ; elle ne pourrait done 
pas etre tres libre). Soit X' le produit fibre de vr: X — P^ avec tt o / : P^, — )■ P^. 
Le morphisme / induit une section de la seconde projection vr': X' — > P^ ; la fibre 
generique de vr', qui est une conique lisse, admet done un point rationnel. Par 
consequent elle est /c(P^) -rationnelle et la surface X' est /c-rationnelle. Comme X' 
domine X, la fc-unirationalite de X s'ensuit. □ 

Le meme argument permet d'etablir la conclusion du corollaire 12.61 pour 
quelques autres classes de varietes unirationnelles que les surfaces fibrees en 
coniques au-dessus d'une conique. Voir [BHl Corollary 1.8]. 

Pour A; = Q, la question de la fc-unirationalite des surfaces rationnelles X fibrees 
en coniques telles que X(/c) 7^ est une question ouverte. Pour ces surfaces, meme 
la densite de X(fc) dans X pour la topologie de Zariski est inconnue. 

Remarque — Soit X une variete projective, lisse et rationnellement connexe 
sur R. Soit C la conique reelle sans point reel. Si X(R) 7^ 0, le theoreme 12.41 
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entrame Texistence d'un morphisme non constant C — )■ X (composer le morphisme 
donne par le theoreme 12.41 avec un morphisme dominant C — )■ Pr). La question 
de savoir si un tel morphisme existe toujours est ouverte (cf. [21 Remarks 20]). 
Une reponse affirmative a cette question resulterait de la conjecture 11.71 et d'une 
reponse affirmative a la question 11.121 

2.2 Preuve du theoreme 12.4 

2.2.1 Esquisse de I'argument 

Le principe de la preuve est le suivant. 

Soit X une variete projective, lisse, separablement rationnellement connexe 
et de dimension ^ 1, sur un corps fertile k. Soit x G X(A;). Soit k une cloture 
separable de k. An moins si k est parfait, on salt qu'il existe une courbe rationnelle 
(irreductible) tres libre B C X contenant x. On aimerait en exhiber une qui 
soit definie sur k. Pour cela faisons agir le groupe de Galois Galik/k) sur B; 
on obtient ainsi un nombre fini de courbes conjuguees B^^, . . ., B„. Leur reunion 
C = Ur=i est une courbe connexe contenue dans X et passant par x. Elle definit 
done un point /c-rationnel [C] du schema de Hilbert Hilb(X, x) parametrant les 
sous-fc-schemas fermes de X contenant x. 

Supposons un instant que Hilb(X, a;) soit lisse sur k en [C] et que le point 
generique de la composante irreductible I de Hilb(X, x) contenant [C] corresponde 
a une courbe rationnelle sur X<^i^k{Vj. Comme k est fertile et que la variete I possede 
un point rationnel lisse (a savoir [C]), I'ensemble l{k) est alors dense dans I pour 
la topologie de Zariski. Un point de l{k) situe en dehors d'un certain ferme strict 
de I fournit ainsi une courbe rationnelle D C X contenant x ; un petit raffinement 
de cet argument permet d'imposer a D d'etre tres libre. 

Cette esquisse est approximative mais elle contient neanmoins I'idee centrale 
de la demonstration : si Ton dispose d'un espace de modules M parametrant un 
certain type d'objets sur un corps fertile k (par exemple des courbes connexes 
de genre arithmetique 0) et si Ton cherche a fabriquer un point rationnel d'un 
ouvert M° C M (par exemple M" pourrait etre I'ensemble des points de M qui 
correspondent a des courbes irreductibles), il suffit de fabriquer un point rationnel 
lisse de M situe sur la front iere de M". 

II y a deux raisons pour lesquelles I'approche via Hilb(X, x) fonctionne mal. 
La premiere est que I'etude infinitesimale de Hilb(X, x) en [C] est d'autant plus 
compliquee que la courbe C est singuliere en x ; or on ne dispose d'aucun controle 
sur la singularite de C en x (meme si les courbes Bj sont lisses, leurs intersections 
deux a deux en x ne sont pas necessairement transverses) . Verifier la lissite de 
Hilb(X, x) en [C] ne saurait done etre une formalite. La seconde est que la courbe C 
n'est pas toujours de genre arithmetique nul (par exemple les B^ pourraient se 
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rencontrer ailleurs qu'en x) ; il n'y a done pas de raison d'esperer qu'elle se deforme 
(dans une famille plate) en une courbe rationnelle. 

La maniere la plus simple de contourner ces deux obstacles est de chercher a 
deformer non pas la courbe C mais une courbe reductible plus simple (un peigne), 
dont les singularites et le genre arithmetique sont controles. La contrepartie 
est que la courbe n'est plus plongee dans X : elle est seulement munie d'un 
morpliisme (non fini) vers X. Concretement, lorsqu'on dispose d'un peigne et 
qu'on souhaite le deformer, la methode la plus souple est de considerer I'espace de 
modules des courbes stables de Kontsevich (cf. [21 §8]). Neanmoins, pour prouver 
le theoreme 12.41 une construction un peu artificielle mais techniquement beaucoup 
plus economique sera suffisante (comparer les arguments de [21 §4] et de [21 §10]). 
Cest la voie que nous suivrons (tout comme KoUar [BH] mais contrairement a 
Araujo et KoUar % %9]). 

2.2.2 La preuve proprement dite 

Soient k un corps fertile et X une variete projective et lisse sur k, separablement 
rationnellement connexe, munie d'un point x G X(/c). Notons k une cloture 
separable de k. 

Definition 2.7 — Un peigne sur k est une courbe C sur k, propre et reduite, 
munie d'une composante irreductible distinguee Cg C C, telle que les conditions 
suivantes soient remplies : 

- la courbe Cg {dite manche deQ) est lisse et geometriquement connexe sur k ; 

- les composantes irreductibles deG®f.k autres que Cq 0^ ( dites dents de C) 
sont des courbes rationnelles lisses deux d deux disjointes qui rencontrent 
chacune Cq ®fc k en un unique point, I 'intersection en ce point etant de plus 
transverse. 

Nous allons construire un peigne a partir d'une courbe definie sur une extension 
finie galoisienne de k. 

Lemme 2.8 — // existe une extension finie galoisienne £/k et un £-morphisme 
tres libre : — > X Cg)^ £ tel que fi{0) = x. 

Demonstration — L'espace de modules Hom'^(P^,X; H- x) des morphismes tres 
libres de vers X envoyant sur x est un fc-scliema lisse (cf. [[3^ 2.6]) et non 
vide (puisqu'il admet un point dans une cloture algebrique de k, cf. pHl IV. 3. 9]). 
Par consequent il admet un point dans une extension finie separable de k ; d'ou le 
lemme. □ 

Fixons i et comme dans le lemme. Soit M G un point ferme de corps 
residuel i. Soit C C P^ x P^ la reunion de {0} x P^ et de P^ x M. La courbe C est 
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un peigne sur k, de manche Cq = {0} x P].. L'action de Gal(£/A;) sur I'ensemble 
des dents de C (8)^, est simplement transitive. 

Le morphisme {0}xP^ — > X constant egal a x et le morphisme : x M — ^ X 
coincident sur {0} x M et se recoUent done pour former un fc-morphisme / : C — > X. 
C'est ce peigne C, muni de ce morphisme / : C — > X, que Ton souhaite maintenant 
deformer en un morphisme de P^ vers X. Pour cela on commence par deformer 
abstraitement le peigne C en la courbe P^, de fagon ad hoc ; I'etude infinitesimale 
des schemas de Hilbert permettra ensuite de deformer le morphisme /. 

Soit T une courbe connexe lisse sur k, munie d'un point rationnel t G T(fc) (par 
exemple on pent prendre T = P^ et t = 0). Soit ^ la surface lisse sur k obtenue 
en eclatant le point ferme t x M dans T x P^. Notons vr: ^ — )■ T la composee 
de I'eclatement et de la premiere projection. La courbe = vr^^(t) est alors un 
peigne sur k (dont le manche est le transforme strict de t x P^ et dont les dents sont 
les diviseurs exceptionnels). Ce peigne est isomorphe a C, de sorte qu'en posant 

= T X X et en notant ^ = t x X = X, le morphisme /: C — X induit un 
morphisme Z^: — > 

Notons Homrp(^, ^) le schema de Hilbert des T-morphismes de ^ vers 
C'est un T-schema. Le morphisme en definit un /c-point situe au-dessus de 
t G T(A;). Tout fc-point de Homrp(^, ^) dont I'image dans T est differente 
de t fournit un morphisme P^ — ^ X ; mais I'image de ce morphisme pent ne 
pas contenir x. Pour y remedier, considerons I'image reciproque, par I'eclatement 
^ ^ T X P^, de la courbe T x oo. C'est une section de tt: ^ — )■ T. Notons-la 
oorp C et posons Xrp = T x x C . Le morphisme definit alors un fc-point [/J 
du schema de Hilbert HomT(^, J^T; oor^ ^ Xr^) des T-morphismes de ^ vers ^ 
qui envoient oor^ sur Xr^. 

Proposition 2.9 — Le T-schema Homrp(^, oo^ i-> Xr^) est lisse au point [/J. 

Admettons un instant cette proposition. EUe implique, g la fertilite de fc, 
que le schema Homrp(^, cx)rp H- Xrp) admet un fc-point dont I'image dans T 
appartient a T \ {t} ; autrement dit, qu'il existe un morphisme P^ — X envoyant 
oo G P^(/c) sur X G X(A;). Pour trouver un morphisme tres libre I'argument sera 
un pen plus elabore. 

Demonstration de la proposition \2.fA — L 'etude infinitesimale des schemas de 
Hilbert fournit le critere de lissite suivant : 

Proposition 2.10 (critere de lissite pour les schemas Horn) — Soit T 
un schema noetherien irreductihle muni d'un point t G T. Soit un T-schema 
projectif et plat de dimension relative 1, a fibres geometriquement reduites. Soit 3^ 
un T-schema lisse et quasi-projectif. Soit M G ^ un sous-schema ferme fini et 
plat sur T tel que ^ soit lisse sur T aux points de M. Soient enfin g: M ^ 
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un T-morphisme et f^: ^ un t-morphisme dont la restriction a coincide 
avec la restriction de g. Pour que le T-schema Homrp(^, ^f) parametrant les 
T-morphismes de ^ vers dont la restriction a M coincide avec g soit lisse au 
point [/J, il suffit que Von ait 

ou designe le faisceau tangent de <^ sur t et ou J'y^^ C Gc^^ designe le faisceau 
(localement libre) d'ideaux du sous-schema ferme C 

Demonstration — Voir [68, II. 1.7] et [Ml 2.11]. □ 
Pour etablir la proposition 12.91 il suffit done de verifier que Ton a 

ou C designe le faisceau d'ideaux defini par le point ({0} x oo) G Cq C C. 
Le i^c-module /*Tx ^ff^ J^^o ^st localement libre. Sa restriction a Cq C C est 
isomorphe a ^(— 1)'^'™*^'^^ Sa restriction aux dents de C est ample puisqu'elle 
coincide avec la restriction de f*Tx- Le lemme general suivant permet done de 
conclure. □ 

Lemme 2.11 — Soit C un peigne sur un corps algebriquement clos. Supposons que 
le manche de C soit une courbe rationnelle. Soit E un ff^-module localement libre 
dont la restriction a chaque dent est isomorphe a une somme directe 0[=i ^(Oj) 
pour des ^ et dont la restriction au manche est isomorphe d une somme 
directe 0[=i ^(aj pour des ^ -1. Alors II^(C,E) = 0. 

Demonstration — Notons M le manche de C et D la reunion des dents de C, de 
sorte que C = M U D. Notons : D C et % : M C les inclusions. On a alors 
une suite exacte de i^^-modules 

>^M >^C >^U.^M ^0 

d'oii, apres tensorisation par E, une suite exacte 

> i^J"^ (E ® J^m) > E > iuJii^ > 

(compte tenu de I'egalite J^y^ = i^JD'-^M)- ^n deduit une suite exacte 

Hi(D, E|d ® Aino) > Hi(C, E) > R^M, E|m). 

L'hypothese sur E|j^ entraine tout de suite que H^(M, E|^^) = 0. D'autre part, le 
^j-)-module J^mhd ^^t localement libre et sa restriction a chaque dent est isomorphe 
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a Vu I'hypothese sur E|j-,, il en resulte que H^(D,E|j-, ® ^^mod) = 0- D'ou 

le lemme. □ 

Terminons maintenant la preuve du theoreme 12.41 D'apres la proposition 12.9^ 
il existe une courbe connexe B C Homrp('^, oo^ t— )■ x^) lisse sur fc, passant par 
le point [/J et dominant T. La propriete universelle du schema de Hilbert fournit 
un B-morphisme 

^ x^B — ^ x^B 
envoyant oorp Xrp B sur Xrp B, ou de fagon equivalente un fc-morphisme 

^ x^B — > X 

tel que ip{oo^ Xrp B) = {x}. 

Comme [/^] G B(/c), on a B(A;) ^ 0. L'ensemble B(A;) est done dense dans B 
puisque k est fertile. Notons B° = B x^ (T \ {t}). Soit b G B°(fc). La restriction 
de a Xrp 6 est un morphisme ^9^: — )■ X envoyant oo sur x. Que v^^Tx 
soit ample equivaut a ce que H^(P]., y9^Tx(— 2)) = (en effet H-^(P^, (^(d)) = 
si et seulement si ^ —1). Par consequent, compte tenu de la densite de B°(A;) 
dans B° et du theoreme de semi-continuite superieure, une condition suffisante 
pour qu'il existe un 6 G BP{k) tel que v^feT^ soit ample est I'existence d'un diviseur 
effectif D C de degre ^ 2 sur les fibres de vr: ^ — > T, tel que, si Ton pose 
^ = (^*Tx ® AxtB, on ait Hi(^ x^ [/J, xtI/*]) = 0- ^^i ^xtB designe le 
faisceau (localement libre) d'ideaux de ^<^xtB defini par D Xr^ B. 

Prenons pour D C la reunion de oorj, et du transforme strict de T x M par 
I'eclatement — > TxP^. Le diviseur D^®^^ sur le peigne ^t®^^ = (^XT[/i])®fc^ 
est de degre 1 sur le manche et de degre 1 sur chaque dent. Par consequent la 
restriction de ^l-^xxl/t] manche est isomorphe a ^(— et sa restriction a 
chaque dent est isomorphe a une somme directe 0[=i ^(oj pour des ^ —1. Le 
lemme 12.111 per met done de conclure. 

2.3 Preuve du corollaire 12.5 

Le corps k est maintenant un corps p-adique ou est le corps des reels. 

Pour etablir le corollaire il suffit de montrer que les classes de R-equivalence 
sont ouvertes. En effet elles seront alors automatiquement fermees, puisqu'elles 
forment une partition de X(/c). De plus, comme le corps k est localement compact 
et que la variete X est propre, I'espace topologique X(fc) est compact, de sorte que 
la finitude de X(A;)/R s'ensuivra egalement. 

Soit done x G X(fc) ; nous allons prouver que la classe de R-equivalence de x 
dans X(/c) est un voisinage de x. On pent supposer que dim(X) > 0. Fixons un 
morphisme /: P^ -> X tel que /(O) = a; et que f*Tx ^oit ample. 
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Que /*Tx soit tres ample signifie que la courbe f{Pl) se deforme dans toute 
direction donnee, en fixant le point x. On pent fabriquer ainsi de nombreux points 
R-equivalents a x, arbitrairement proches de x et distincts de x. Mais cela ne 
signifie pas pour autant que tout point suffisamment proche de x est R-equivalent 
a X. Une astuce permettant d'aboutir a cette conclusion consiste a deformer la 
courbe f{Pl) en fixant un autre point que x, disons y. Les deformations du point x 
couvriront alors un voisinage de x et seront toutes R-equivalentes a y, done a x 
puisque y est lui-meme R-equivalent a x. Plus formellement : 

Notons H = Hom°(pi,X;oo ^ /(oo)) 1 'espace de modules des morphismes 
tres libres de vers X qui envoient oo sur /(oo). C'est un fc-scliema localement 
de type fini (cf. [551 II. 3. 5. 4]). Le morphisme d'evaluation H x — )■ X est lisse sur 
Hx (cf. [SHI II.3.5.3] ou [SI 4.8]). L'application induite Ii{k)xA^{k) X{k) est 
done ouverte (theoreme d'inversion locale). Ainsi son image est une partie ouverte 
de X(A;) contenant x (puisque /(O) = x) et incluse dans la classe de R-equivalence 
de X (car incluse dans la classe de R-equivalence de f{oo), qui est R-equivalent 
a /(O) = x). La classe de R-equivalence de x est done bien un voisinage de x. 

2.4 R-equivalence et R-equivalence directe sur les corps 
fertiles 

Solent k un corps et X une variete projective, lisse et separablement ration- 
nellement connexe, sur k. Nous venons de voir (theoreme 12.41) que si k est fertile, 
par tout point rationnel de X passe une courbe rationnelle tres libre. Si k est 
algebriquement clos, on salt que Ton pent meme trouver une courbe rationnelle 
aussi libre que Ton veut passant par tout ensemble fini donne de points rationnels 
de X. Cette propriete ne saurait etre satisfaite si le corps k est seulement suppose 
fertile : par exemple, si A; = R, deux points rationnels de X appartenant a des 
composantes connexes distinctes de X(R) ne peuvent certainement pas etre joints 
par une courbe rationnelle definie sur R. II se pose neanmoins la question de savoir 
s'il existe toujours une courbe rationnelle aussi libre que Ton veut passant par un 
ensemble fini donne de points rationnels tons R-equivalents entre eux. KoUar [7T] 
a montre que tel est bien le cas si k est fertile, a I'aide d'une technique empruntee 
a Graber, Harris et Starr [IS] : 

Theoreme 2.12 (Kollar [71j) — Soient k un corps fertile et X une variete 
projective et lisse surk, separablement rationnellement connexe, de dimension ^ 3. 
Soient n ^ 1 et Xi, . . . , x^ E X{k). Supposons les x^ deux a deux R-equivalents. 
Alors il existe une immersion fermee /: P^ — > X telle que {f*Tx){—n) soit ample 
et que {x^, ...,xjc f(Pi). 

L'hypothese dim(X) ^ 3 n'est pas essentielle. Elle permet d'exiger que / soit 
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une immersion fermee, ce qui simplifie Fenonce du theoreme. De toute maniere, 
si dim(X) = 2, on pent appliquer le theoreme a la variete X x et obtenir une 
conclusion presque aussi bonne. En particulier, le theoreme 12.121 generaliselfl le 
theoreme 12.41 

Moret-Bailly CoroUaire 2] avait auparavant demontre un resultat tres 
proche du theoreme 12.121 dans la situation oia X est le quotient de GL„ par un 
sous-groupe fini etale. 

Le theoreme 12.121 est une consequence facile du theoreme ci-dessous, qui en 
const it ue done veritablement le coeur : 

Theoreme 2.13 — Soient k un corps fertile et X une variete projective, lisse et 
separahlement rationnellement connexe, sur k. Soient G X(A;). Si x et y sont 
directement K- equivalents (cf. §1.6]) . il existe un morphisme f : Pi \ tel que 
/*Tx soit ample et que /(O) = x, f{oo) = y. 

Esquisse de demonstration du theoreme \2.1i^ a partir du theoreme \2.1'^ — Tout 
d'abord on deduit du theoreme 12.131 que la R-equivalence directe est une relation 
transitive sur X(/c) (de sorte qu'il n'y a pas de difference entre les notions de 
R-equivalence et de R-equivalence directe sur X(/c)). 

Pour cela, fixons x,y,z G X(fc) tels que x soit directement R-equivalent a y 
et que y soit directement R-equivalent a z. D'apres le theoreme 12.131 il existe des 
morphismes tres libres /: P]. — X et — X tels que /(O) = x, f{oc) = y, 

g{0) = y et g{oo) = z. Comme f et g sont tres libres, la technique de deformation 
employee au ^2.2.21 montre que le morphisme du peigne a une dent vers X obtenu 
en recoUant f et g se deforme en un morphisme /i: P^ — )■ X tel que h{0) = x et 
h{oo) = z. Ainsi x et z sont bien directement R-equivalents. 

Prouvons maintenant le theoreme I2.12[ Soient Xi, . . . , x^ G X(fc) des points 
deux a deux R-equivalents. Fixons un point y G X(fc) appartenant a la classe de 
R-equivalence des x^ (par exemple y = Xi). Comme y est R-equivalent aux x^, il 
leur est meme directement R-equivalent ; d'apres le theoreme 12. 13^ il existe done 
des morphismes tres libres /ji P^ — > X tels que /j(0) = y et /j(oo) = x^. On pent 
assembler les en un morphisme d'un peigne vers X, le manche du peigne etant 
entierement envoye sur le point y. La technique du ^2.2.21 montre que ce peigne 
et ce morphisme se deforment en un morphisme /: P^ — ?■ X tel que (/*Tx)(— n) 
soit ample et qu'il existe yi, . . . , y^ G P^{k) verifiant /(?/j) = x^ pour tout i. 
Qu'en deformant / on puisse supposer que / est une immersion fermee resulte 
enfin de Pl II. 3. 14]. □ 

Voici I'idee de la demonstration du theoreme 12.131 Tout d'abord, quitte a 
remplacer X par X x Pi et x, y par x x et y x oo, on pent supposer que x ^ y. 

4. La preuve du theoreme 12.121 ne fait pas appel au theoreme 12.41 En fait, le theoreme 12.41 
decoule meme du theoreme 12.131 (apphque k x — y). 
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Comme x et y sont par hypothese directement R-equivalents, il existe g: — ^ X 
tel que g{0) = x et g{oo) = y. Rappelons que si k est algebriquement clos, Kollar, 
Miyaoka et Mori ont montre qu'il suffit, pour trouver un g tel que g*Tx soit de plus 
ample, de choisir un nombre suffisamment eleve de courbes rationnelles libres sur X 
rencontrant g(Pl) en des points deux a deux distincts; ces courbes rationnelles 
libres forment les dents d'un peigne dont g est le manche ; un sous-peigne du peigne 
obtenu se deforme alors en un morphisme g': P]. — )■ X tres libre verifiant g'{0) = x, 
g'{oo) = y. (Voir [151 §4.2] pour tout cela.) Lorsque k n'est pas algebriquement 
clos, cette approche ne fonctionne plus. En effet, il y a en general une obstruction 
au probleme de deformation considere, i.e. I'espace de modules associe n'est pas 
lissed; or la fertilite de k ne fournit pas de nouveaux points rationnels sur une 
variete dont on salt seulement qu'elle admet un point rationnel singulier (ainsi par 
exemple la surface afiine normale reelle d'equation x'^+y'^+z'^ = admet un unique 
point a coordonnees reelles). Ce qui permet a I'argument d'aboutir lorsque k est 
algebriquement clos, ce n'est pas un calcul de lissite mais une comparaison des 
dimensions des espaces de modules correspondant aux deformations de tons les 
sous-peignes possibles (cf. ^ §5]). 

Graber, Harris et Starr [IS] se sont rendu compte que la situation est meilleure 
si I'on cherclie a deformer non pas un morphisme / : C — > X d'un peigne vers X 
mais le sous-schema ferme /(C) C X lui-meme (du moins si / est une immersion 
fermee, ce qui, au cours de la preuve du theoreme 12.131 est une condition que 
Ton pent toujours supposer satisfaite). Pour ce nouveau probleme de deformation, 
I'obstruction s'evanouit si Ton ajoute au peigne un nombre eleve de dents libres 
suffisamment generales[§. 

Cette technique est discutee dans [lUUj . L'adaptation a un corps non algebri- 
quement clos ne presente qu'une difficulte : comme le peigne construit doit etre 
defini sur k, lorsqu'on ajoute une dent au peigne sur k il faut aussi ajouter ses 
conjuguees sous Faction de Ga,\(k/k). Or il se pourrait que la dent rencontre le 
manche au meme point que I'une de ses conjuguees, auquel cas on n'obtient plus 
un peigne. Un lemme de Kollar [711 Lemma 14] montre que ce phenomene pent 
etre evite. 

5. Si C est un peigne de manche Co et si / : C — > X est un morphisme, pour que (C, /*Tx) = 
il faut que H^(Co,/oTx) = 0, ou fo designe la restriction de / a Cq. Or cette condition n'a 
rien a voir avec les dents du peigne. Si elle n'est pas satisfaite, on ne pent done pas la forcer en 
ajoutant des dents a C. 

6. L'espace de modules en jeu ici est le schema de Hilbert Hilb(X, x, y) parametrant les sous- 
schemas fermes de X qui contiennent x et y. L'etude infinitesimale de Hilb(X, x, y) est gouvernee 
non par le faisceau f*Tx mais par le faisceau normal de C dans X. La restriction de celui-ci a Co 
est sensible a I'ajout de dents au peigne (contrairement a /*Tx). 
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3 Varietes rationnellement connexes sur les corps 
finis et sur les corps pseudo-algebriquement 
clos 

Ce chapitre reprend les resultats etablis en 2003 par KoUar et Szabo [H] au 
sujet des varietes separablement rationnellement connexes sur les corps finis. La 
presentation que nous en donnons differe legerement de celle de Kollar et Szabo en 
ceci que nous etablissons d'abord un resultat sur les corps pseudo-algebriquement 
clos, duquel nous deduisons le tlieoreme principal de [74j sur les corps finis, alors 
que Kollar et Szabo travaillent sur un corps parfait arbitraire pour obtenir un 
enonce dont ils tirent ensuite des consequences d'une part sur les corps parfaits 
pseudo-algebriquement clos et d'autre part sur les corps finis. Aucune perte de 
generalite ne resulte de cette fagon de proceder et la presentation s'en trouve 
quelque pen allegee (notamment parce que les corps pseudo-algebriquement clos 
ont I'avantage d'etre fertiles ; mais aussi parce que nous n'avons pas besoin de 
suivre dans toute la preuve la dependance des constructions intermediaires par 
rapport aux entiers dim(X), deg(X) et deg(S) qui apparaissent dans [TH Th. 2] ; 
et enfin parce que le recours aux espaces de courbes stables de Kontsevich devient 
superflu). Bien siir, la preuve reste la meme. 

Dans la demonstration de Kollar et Szabo intervient un tlieoreme « de type 
Lefsclietz » pour les courbes rationnelles sur les varietes rationnellement connexes. 
Au paragraphe 13.51 nous discutons une application de ce tlieoreme au probleme de 
Galois inverse. 

3.1 Enonce du theoreme principal; consequences 

Rappelons qu'un corps k est dit pseudo-algebriquement clos si toute variete 
geometriquement integre sur k admet un point rationnel (voir §1.1. 3p . 

Soit X une variete projective, lisse et separablement rationnellement connexe, 
sur k. La question 12. II admet une reponse positive si k est pseudo-algebriquement 
clos puisque tout corps pseudo-algebriquement clos est fertile. Comme on I'a 
discute au §2.41 il n'est pas vrai en revanche que si k est fertile et si S C X 
est un ensemble fini de points rationnels, il existe sur X une courbe rationnelle 
passant par S. Le theoreme principal de ce chapitre affirme qu'une telle courbe 
existe bien lorsque k est pseudo-algebriquement clos. Les points de S n'ont meme 
pas besoin d'etre rationnels : 

Theoreme 3.1 (Kollar— Szabo |74] ) — Soit k un corps pseudo-algebriquement 
clos. Soit X une variete projective et lisse sur k, separablement rationnellement 
connexe, de dimension ^ 2. Soit S C X une sous-variete de dimension lisse 
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sur k. Alors il existe un morphisme /: P], — )■ X tel que (/*Tx)(— deg(S)) soit 
ample et que I'inclusion S C X se factorise par f . De plus, si dim(X) ^ 3, on peut 
demander que f soit une immersion fermee. 

Si / est une immersion fermee, la condition « I'inclusion S C X se factorise 
par / » est bien sur equivalente a la condition « S C f(Pl) »■ Du tlieoreme 13.11 
resulted : 

Corollaire 3.2 — Soient k un corps pseudo-algebriquement clos et X une 
variete projective, lisse et separablement rationnellement connexe, sur k. Alors 
Card(X(fc)/R) = 1 et k^iX) = 0. 

Le corollaire 13.21 est a mettre en parallele avec les questions II.IUI et ll.2(Ji 

Du tlieoreme 13.11 nous deduirons au §3.21 le meme enonce avec pour k un corps 

fini de cardinal assez grand devant dim(X), deg(X) et deg(S), oil deg(X) designe 

le degre de X dans un plongement projectif X C donne : 

Corollaire 3.3 — // existe une application $: — > N telle que I'assertion 
suivante soit verifiee. Soit k un corps fini. Soit X C P^ une variete projective 
et lisse sur k, separablement rationnellement connexe et de dimension ^ 2. Soit 
S C X une sous-variete de dimension lisse sur k. Si le cardinal de k est 
superieur a $(dim(X), deg(X), deg(S)), il existe un morphisme /: P], — )■ X tel 
que (/*Tx)(— deg(S)) soit ample et que I'inclusion S C X se factorise par f . De 
plus, si dim(X) ^ 3, on peut demander que f soit une immersion fermee. 

Sans hypotliese sur le cardinal du corps fini k, on ne peut pas esperer trouver 
un morphisme /: P^ — )■ X qui soit une immersion fermee, meme si dim(X) ^ 3. 
En effet cela impliquerait que X admet au moins Card(/i;) + 1 points rationnels, 
or Swinnerton-Dyer |102] a donne un exemple d'une surface cubique lisse V sur 
un corps fini k telle que Card(V(A;)) = 1. En posant X = V x V on a alors 
Card(X(A;)) = 1 et dim(X) ^ 3. II se pourrait neanmoins que prive de sa derniere 
phrase, I'enonce du corollaire 13.31 soit vrai sans hypothese sur le cardinal de k, 
a condition toutefois de supposer que S se plonge dans P^. C'est une question 
ouverte meme dans le cas oii S = 0. 

Le corollaire 13.31 implique tout de suite : 

7. Le corollaire 13.21 est imniediat si k est parfait puisque le support de tout 0-cycle sur X 
est alors lisse sur k (condition imposee a S dans le tlieoreme 13. ip . Par ailleurs, I'assertion 
sur la R-equivalence est claire que k soit parfait ou non. Pour etablir la nuUite de Ao(X) en 
general, fixons un point rationnel x £ X(fc). II sufSt de montrer que tout point ferme z £ X est 
rationnellement equivalent a deg(z)x. Pour cela, il suffit que sur la variete X k{z), les points 
rationnels x et z soient rationnellement equivalents. Mais cela decoule du theoreme 13.11 applioue 
a la variete X (gife k{z) sur le corps k{z) (qui est encore pseudo-algebriquement clos d'apres [Tfl 
11.2.5]). 
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Corollaire 3.4 — // existe une application $: — > N telle que Vassertion 
suivante soit verifiee. Soient k un corps fini et\ G une variete projective, lisse 
et separablement rationnellement connexe, surk. S'z Card(/c) ^ $(dim(X), deg(X)) 
alors Card(X(A;)/R) = 1. 

La question de savoir si Fenonce du corollaire 13.41 reste vrai sans I'hypotliese 
sur le cardinal de k est ouverte. 

On pent aussi deduire du corollaire 13.31 1'egalite Aq(X) = pour X projective, 
lisse et separablement rationnellement connexe sur un corps fini, et cette fois quel 
que soit le cardinal du corps de base (cf. [HI). Mais ce resultat etait deja connu. 
En effet, Kato et Saito ^65j prouvent que pour toute variete projective, lisse et 
geometriquement connexe sur un corps fini k, le groupe Aq(X) est isomorphe a 
un quotient du groupe fondamental abelianise TTf°(X 0^ k) ; or Kollar a montre (a 
I'aide du theoreme de Graber, Harris, Starr et de Jong) que le groupe fondamental 
de toute variete projective, lisse et separablement rationnellement connexe sur un 
corps algebriquement clos est trivial (cf. [33 3.6]). 

Le corollaire 13.31 a egalement des consequences sur les corps p-adiques. Si X 
est une variete projective et lisse sur un corps p-adique k, on dit que X a bonne 
reduction separablement rationnellement connexe si, notant I'anneau des entiers 
de k, il existe un (^-schema projectif et lisse dont la fibre speciale geometrique 
est une variete separablement rationnellement connexe et dont la fibre generique 
est isomorphe a X. Cela enframe que la variete X elle-meme est rationnellement 
connexe (cf. |68, IV.3.11]). 

Nous prouverons les coroUaires 13.51 et 13.61 au §3.41 

Corollaire 3.5 — // existe une application $: N telle que Vassertion 

suivante soit verifiee. Soient k un corps p-adique et X une variete projective et lisse 
sur k, telle qu'il existe un modele projectif ^ C de X dont la fibre speciale 
soit une variete lisse et separablement rationnellement connexe. Si le cardinal du 
corps residuel de k est ^ $(dim(X), deg(X)), alors Card(X(fc)/R) = 1. 

Ici encore, c'est une question ouverte de savoir si le corollaire 13.51 reste vrai sans 
I'hypotliese sur le cardinal du corps residuel de k. 

Sur les corps p-adiques, le corollaire sur le groupe de Chow des 0-cycles est 
cette fois entierement nouveau. L'enonce ci-dessous n'etait connu que dans le cas 
des surfaces rationnelles (grace a Bloch, CoUiot-Thelene, Sansuc ; cf. [2T]). 

Corollaire 3.6 — Soient k un corps p-adique et X une variete projective et 
lisse sur k, ayant bonne reduction separablement rationnellement connexe. Alors 
Ao(X) = 0. 

Des corollaires 13.51 et 13.61 resulte immediatement : 
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Corollaire 3.7 — Soient k un corps de nombres et X une variete projective, 
lisse et rationnellement connexe, sur k. Pour presque toute place v de k, on a 
Card(X(fcJ/R) = 1 et Aq{X (g)^ k^) = 0. 

L'enonce du corollaire 13. 71 avait ete conjecture par Colliot-Tlielene (voir notam- 
ment [211 3.1 (b)]). 

3.2 Des corps pseudo-algebriquement clos aux corps finis 

Dans ce paragraphe nous deduisons le corollaire 13.31 du theoreme 13. 1[ 
L'outil de depart est I'estimation donnee independamment par Lang et Weil [77] 
et par Nisnevic [HZ] du nombre de points rationnels d'une sous-variete fermee 
geometriquement irreductible X de P^, pour k fini, en fonction du cardinal de fc, 
du degre de X dans et de la dimension de X. Celle-ci a pour consequence : 

Theoreme 3.8 (Lang— Weil— Nisnevic) — // existe une application $: N'^ — )■ N 
telle que ['assertion suivante soil verifiee. Soient k un corps fini et X une variete 
quasi- projective et geometriquement irreductible sur k. Fixons une immersion 
X C P^. Notons X I' adherence de X dans P^ et posons 9X = X \ X. Supposons 
enfin satisfaite Vinegalite Card(A;) ^ $(n, deg(X), deg(c?X)), oii deg(Z) designe 
id, pour tout ferme Z C P^ (non necessairement equidimensionnel) , la somme 
des degres des composantes irreductibles de Z. Alors X{k) ^ 0. 

Les corps pseudo-algebriquement clos auxquels on appliquera le theoreme 13.11 
seront fournis par le lemme general suivant : 

Lemme 3.9 — Pour tout corps k, il existe un corps pseudo-algebriquement clos K 
contenant k et dans lequel k est algebriquement ferme. 

Esquisse de demonstration — L'idee remonte a Merkurjev et consiste grosso modo 
a construire K inductivement en partant de k et en remplagant K par K(X) chaque 
fois que X est une variete geometriquement integre sur K. Cette construction est 
formulee de fagon rigoureuse par exemple dans [2H] (preuve du theoreme 2.1). □ 

Le lemme le theoreme de Lang-Weil-Nisnevic et le theoreme 13.11 entrament 
de fagon formelle que si k est un corps fini et si I'on se donne X et S verifiant les 
hypotheses du corollaire 13.31 il existe un entier N tel que pour toute extension 
finie k' /k de degre ^ N, il existe un morphisme /: P^; — > X (S)^ k' tel que 
I'inclusion S k' C X ®fc k' se factorise par / et que (/*Tx)(— deg(S)) soit 
ample. Malheureusement, cette information ne permet de demontrer aucun des 
coroUaires 13.41 13.61 et 13.71 Au minimum il faudrait pour cela que I'entier N ne 
depende pas du choix de S (mais seulement de son degre). Pour le corollaire 13.71 
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il est crucial que N ne depende meme pas de la caracteristique de k. Le lemme 
suivant nous permettra de resoudre ces difficultes et d'etablir le coroUaire 13.31 dans 
toute sa generalite. 

Lemme 3.10 — Soient S un schema de type fini sur Z et f : \ S un 

morphisme de schemas localement de type fini. Supposons que pour tout corps 
pseudo-algebriquement clos L, ['application X(L) — ^ S(L) induite par f soit 
surjective. Alors il existe un entier N tel que pour tout point s G S dont le corps 
residuel est fini et de cardinal ^ N, la fibre f~^{s) possede un point rationnel. 

Demonstration — Quitte a remplacer S tour a tour par chacune de ses composantes 
irreductibles (munies de la structure de sous-schema ferme reduit), on pent 
supposer S integre. Notons k(S) le corps des fonctions de S. D'apres le lemme IX^ 
il existe un corps pseudo-algebriquement clos L contenant k{S) et tel que k(S) soit 
algebriquement ferme dans L. Comme I'application X(L) — )• S(L) est surjective, la 
fibre generique de / admet un L-point ; et comme / est localement de type fini, 
on en deduit qu'il existe une sous-extension de type fini Lq/k{S) de L/k{S) telle 
que la fibre generique de / admette un Lg-point. Le corps Lq est alors le corps des 
fonctions d'une variete integre, affine et geometriquement irreductible sur k{S), 
puisque k{S) est separablement ferme dans Lq. D'oir I'existence d'un ouvert affine 
dense S° C S et d'un S°-scliema affine W°, de type fini et a fibres geometriquement 
irreductibles, muni d'un S-morphisme W'' X. Fixons une S°-immersion fermee 
W° C Ago pour un n ^ 1. Quitte a retrecir S°, on pent supposer que pour s G S°, 
les degres dans P" de W° et de 9(W°) sont independants de s (avec les notations 
du theoreme [23] relatives a W° C A" C P"). Comme les fibres de W° — )■ S° 
sont geometriquement irreductibles, le theoreme de Lang-Weil-Nisnevic rappele 
ci-dessus enframe alors I'existence d'un entier N tel que pour tout point s G S° 
dont le corps residuel est fini et de cardinal ^ N, la fibre de W° — S° en s possede 
un point rationnel. Compte tenu de I'existence d'un S-morphisme W" — )■ X, il en 
resulte que pour tout point s G S° dont le corps residuel est fini et de cardinal ^ N, 
la fibre f~^{s) admet un point rationnel. Pour conclure il ne reste plus qu'a etablir 
la conclusion du lemme pour la restriction de / au-dessus de S \ S", ce qui est 
justiciable d'un raisonnement par recurrence puisque dim(S \ S°) < dim(S). □ 

Remarque — La consideration d'ultraproduits de corps finis permet de donner 
une seconde demonstration du lemme 13.101 via la theorie des modeles. 

Lorsque / est un morphisme de type fini, cette approche ne presente aucune 
difficulte puisque si k designe un corps, la surjectivite de I'application X(fc) — )■ S(fc) 
induite par / s'exprime alors comme une formule logique du premier ordre dans le 
corps k. 

L'argument suivant, issu d'une discussion avec Antoine Chambert-Loir pour 
laquelle je le remercie, permet de proceder sans supposer / de type fini. Soit I 
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I'ensemble des ouverts quasi-compacts de X. Pour U G I, notons ly Tensemble des 
V G I contenant U. Soit enfin SS Fensemble des parties de I x N de la forme ly x C 
pour U G I et C C N cofini. Toute intersection finie d'elements de SS est non vide ; 
il existe done un ultrafiltre ^ sur I x N contenant ^ (cf. |171 Corollary 7.5.3]). 
Supposons la conclusion du lemme lS.lOl en defaut. Pour cliaque entier N choisissons 
alors un corps fini Ljv^ de cardinal ^ N et un point Sj^ G S(Lj^) n'admettant pas 
d'antecedent dans X(Ljv^). Pour U G I, notons Ly^ = et = "^n- ^oi^ L le 
corps ultraproduit des L^ n selon ^ puis s G S(L) I'ultraproduit des Sy ^. Grace 
au tlieoreme de Lang-Weil-Nisnevic et compte tenu que IxC = l0xCG=^C=^ 
pour toute partie C C N cofinie, le corps L est pseudo-algebriquement clos (cf. jSZl 
Proposition 7.7.1]). D'apres I'liypothese du lemme [3.1UL le point s se releve done 
dans X(L). En particulier il existe un V G I tel que s se releve dans V(L). Rappelons 
d'autre part que quels que soient U et N, le point s-^ ^ ne se releve pas dans 
U(Lu n) j Is point Su n se releve done dans V(Lu n) pour aucun (U, N) G ly x N. 
Comme ly x N G C il s'ensuit que s ne se releve pas dans V(L) (cf. |17t 
Proposition 7.7.1]), ce qui est absurde. 

Demontrons maintenant le corollaire l3.3[ Fixons des entiers 5, c? et r (ce seront 
respectivement la dimension de X, le degre de X et le degre de S) et posons 
n = S + d — 1. Quels que soient I'entier N et le corps k, toute sous-variete 
geometriquement irreductible de de degre d et de dimension 6 est incluse dans 
un sous-espace projectif de de dimension au plus n (cf. [SSI Corollary 18.12]). 
C'est ce qui nous permettra ci-dessous de nous borner a considerer les sous-varietes 
de P^ de degre d, plutot que les sous-varietes de P^ de degre d et de dimension 6, 
avec N variable. 

Soit Hi C Hilb(Pg/Z) I'ensemble des points h G Hilb(PyZ) tels que la sous- 
variete fermee correspondante de P^ soit lisse (sur le corps residuel de h), de 
degre d et separablement rationnellement connexe. L'ensemble H^^ est un ouvert 
de Hilb(P^/Z) (cf. [SSI IV.3.11]). Notons JT^ ^ la famille universelle, de sorte 
que un sous-schema ferme de P^^ lisse sur H^^. Soit H2 C Hilb(,^i/Hj 

I'ouvert constitue des points h tels que la sous-variete fermee correspondante de 
x^_^ h soit lisse, de dimension et de degre r (sur le corps residuel de h). 
Posons ^2 — H2 et notons ~^ ^2 1^ famille universelle, de sorte 

que ^2 6st un sous-schema ferme de fini etale de degre r sur H2. Notons 
HomH2(P^2, e^) C Hom^^{Plj^^, ^2) 1^ schema de Hilbert des H2-morphismes 
/: P^^ — ^ ^2 ^sl^ <l^s if*"^ s:2/ii2^(~^) ample relativement a H2. Soit enfin M 
I'image reciproque, par le morphisme de composition 

HomH,(^2,PHj Xh. Hom°^(Pji^, ^2) ^ HomH,(^2, ^2), 
de la section de Homjj2(^2) "^2) ~^ ^2 correspondant a I'inclusion ^2 ■^2- 



37 



Pour resumer le paragraphe ci-dessus, disons que Ton a defini, au-dessus de 
Spec(Z), le schema de modules H2 parametrant les donnees qui apparaissent dans 
le corollaire 13.31 : une sous-variete projective lisse et separablement rationnellement 
connexe de degre d de I'espace projectif de dimension n (fibre de ^2 ~^ Hg), munie 
d'une sous-variete lisse de dimension et de degre r (fibre de ^2 ~^ Hg). De plus 
on a defini un Hg-schema M dont la fibre au-dessus de cliaque point de est 
I'espace de modules parametrant les morphismes / que I'on cherche a construire. 
Tons ces schemas sont localement de type fini sur Z. 

Le t heoreme 13.11 affir me exactement que pour tout corps pseudo-algebriquement 
clos L, I'application induite M(L) — H2(L) est surjective. Si est de type 
fini sur Z, le lemme 13.101 applique a M — )■ enframe done immediatement la 
validite du corollaire 13.31 : on definit $(5, d, r) comme etant I'entier N donne par le 
lemme 15. 1U[ (Pour prouver la toute derniere assertion du corollaire 13. 3l on raisonne 
de la meme maniere, a ceci pres que I'on remplace M par I'ouvert de M obtenu en 
ajoutant la condition que le morphisme / est une immersion fermee ; il s'agit bien 
d'un ouvert de M d'apres [BHl 1.6.2].) 

II suffit done, pour conclure, de verifier que le schema est de type fini sur Z ; 
autrement dit, qu'il est quasi-compact, ou encore, qu'il ne possede qu'un nombre 
fini de composantes connexes. Cest seulement ici que le fait d'avoir fixe S, d et r 
va jouer un role. Le morphisme B.^ est quasi-compact car H2 est inclus 

dans Hilbj,(^j^/H]^), qui est un Hj^-schema projectif. (Ici Hilb^(<^]^/H^) designe le 
lieu dans Hilb(^]^/H]^) des sous-varietes de polynome de Hilbert egal a r.) II reste 
done seulement a verifier que le schema est quasi-compact. Or cela resulte tout 
de suite de la theorie des formes de Chow (cf. [68, 1.6.6.1]). Ce qui compte ici est 
que Hj^ parametre des sous-varietes fermees reduites de degre borne dans un espace 
projectif de dimension bornee. 

3.3 Preuve du theoreme principal 

Nous supposons dorenavant les hypotheses du theoreme 13.11 satisfaites. En 
particulier, le corps k est pseudo-algebriquement clos. 

3.3.1 Esquisse de I'argument 

Le principe de la preuve est le suivant. Supposons, pour simplifier, que 
dim(X) ^ 3 et que tons les points de S soient fc-rationnels. Notons-les S = 
{xi, . . ., Nous voulons construire une courbe rationnelle sur X passant par 
tous les Xj. On commence par appliquer a chaque le theoreme principal 
du chapitre precedent (theoreme 12. 4p . ce qui est licite puisque le corps k est 
fertile, etant pseudo-algebriquement clos. On obtient, pour chaque i, une courbe 
rationnelle tres libre Cj C X passant par x^. On aimerait voir les Cj comme les 
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dents d'un peigne. Pour cela il faut construire un manche, c'est-a-dire trouver 
une courbe ratio nnelle sur X qui rencontre tons les Cj. Nous ne construirons 
une telle courbe qu'apres avoir deforme les Cj. Plus precisement, comme les Cj 
sont des courbes rationnelles tres libres, elles s'inserent dans des families qui 
d'une part sont parametrees par des varietes lisses et qui d'autre part balaient 
un ouvert dense de X. En d'autres termes, pour chaque i il existe une variete 
lisse et connexe munie d'un point rationnel G Hj(/c) et un morphisme 
dominant : P^. X dont la restriction a Pjj. a pour image Cj et dont la 
restriction a P\, pour tout h G H^, a pour image une courbe rationnelle tres libre 
contenant x^. « Fabriquer un manche quitte a deformer les » revient alors a 
trouver une courbe rationnelle Cn sur X dont I'image reciproque par ip^ contienne, 
pour tout i, un point rationnelB Comme k est pseudo-algebriquement clos, il 
suffit pour cela que la variete (^^^(Cq) C P^j. soit geometriquement irreductible 
sur k. Or P^. est lui-meme geometriquement irreductible sur k puisque est 
lisse et connexe et contient un point rationnel (a savoir hj). On est ainsi ramene 
au probleme suivant : etant donnes une variete geometriquement irreductible Y 
et un morphisme dominant Y — )■ X (ici P^ et (f^: P^ — ?■ X), montrer que la 
restriction de Y au-dessus de « presque toute » courbe rationnelle sur X est 
encore une variete geometriquement irreductible. Ce probleme, qui rappelle les 
theoremes de Lefschetz sur les sections hyperplanes des varietes projectives et qui 
est essentiellement de nature geometrique, a ete resolu par Kollar [7D|. Le resultat 
de Kollar entrame I'existence d'une famille de courbes rationnelles tres libres sur X, 
parametree par une variete geometriquement irreductible Hq, telle que pour tout i, 
I'image reciproque par ip^ de toute courbe apparaissant dans cette famille soit une 
variete geometriquement irreductible. Comme k est pseudo-algebriquement clos, 
on a B.Q{k) ^ 0. D'oii finalement I'existence d'un peigne sur X dont le manche Cq 
est une courbe rationnelle tres libre et dont les dents C^, . . . , C„ sont des courbes 
rationnelles tres libres telles que x^ G Cj pour tout i. La technique deja employee 
dans la preuve du theoreme 12 . 4l montre alors que ce peigne se deforme en une courbe 
rationnelle lisse C C X contenant tons les et verifiant la condition d'amplitude 
qui apparait dans le theoreme 12. 4[ (L'hypothese dim(X) ^ 3 sert a assurer que 
Ton pent choisir C lisse. Si C n'est pas lisse, la condition « C contient les x^ » n'est 
pas tout a fait celle qui nous interesse.) 

3.3.2 La preuve proprement dite 

Soit s G S. Comme le corps k{s) est une extension finie separable de k, c'est 
un corps pseudo-algebriquement clos (par restriction des scalaires a la Weil) et 
en particulier c'est un corps fertile. Par consequent, d'apres le theoreme 12.41 le 

8. En toute rigueur il faut aussi s'assurer que deux dents ne rencontrent jamais le manche au 
meme point ; sans cela on n'obtient pas un peigne. 
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/c(s)-schema }iom^{Pl^^-^,X k{s) ; i— t- s) qui parametre les fc(s)-morphismes 
tres libres de Pfc(s) vers X ®^ k{s) envoyant sur s admet un point rationnel. 
Choisissons-en un et notons un voisinage ouvert de ce point. Quitte a retre- 
cir on pent supposer que est une variete connexe. La variete est alors 
geometriquement irreductible sur k{s) puisqu'elle est lisse et connexe et qu'elle 
admet un point rationnel sur k{s). 

Notons ipg-. Pfc(s) X — )■ X k{s) le /c(s)-morphisme universel parametre 
par H^. C'est un morphisme dominant puisque sa restriction a (Pfc(s)\{0}) x est 
lisse (cf. [HHl II.3.5.3]). Le theoreme de type Lefschetz que nous allons maintenant 
appliquer est le suivant : 

Theoreme 3.11 (Kollar [70j Theorem 6, Corollary 7 et §28]) — Soient k un 
corps et X une variete projective, lisse et separablement rationnellement connexe, 
sur k. Notons k une cloture algebrique de k et Hom°(P^,X) I'ouvert du schema de 
Hilbert Hom(P^,X) constitue des morphismes tres libres. Alors il existe un ouvert 
geometriquement integre U C Hom''(P^, X) tel que pour toute variete irreductible Y 
sur k munie d'un morphisme dominant Y — j- X 0^ fc, il existe un ouvert dense 
V C U verifiant la propriete suivante : pour tout v G V(A;), le produit fibre de 
ip: Y ^ X ®j^k avec f : Pi — > X 0^ esi irreductible. 

Soit U C Hom°(P^,X) comme dans le theoreme 13.111 Quitte a retrecir U, on 
pent supposer que pour tout s, la conclusion du theoreme 13.111 pour ip = ip^ ®a;(s) ^ 
est satisfaite avec V = U. Quitte a retrecir U de nouveau, on pent supposer de 
plus que I'image du morphisme universel U x P^ — > X est disjointe de S (en effet 
le morphisme U x P^ — ^ X est lisse [68, 11.3.5.4] et S est de codimension ^ 2 
dans X). Choisissons alors u G U(A;) (un tel choix est possible car k est pseudo- 
algebriquement clos et U est geometriquement integre). Pour s G S, considerons le 
carre 



r,i u(g)kk{s) 

Pfc(s) >X(E)kk{s) 



(3.3.1) 



oil est defini comme le produit fibre de ip^ et de u ®^ k{s) (et oii ip^ est la 
seconde projection). 

Comme ip^ est lisse au-dessus du complementaire de S k{s) (cf. [OSl 
11.3.5.3]), le morphisme ip^ est lisse. En particulier il est dominant et est une 
variete geometriquement integre sur k{s) (elle est geometriquement irreductible 
par construction). Comme k est pseudo-algebriquement clos, il en resulte que Ton 
pent choisir pour chaque s G S un A;(s)-point de de telle fagon que les images 

dans P^ de tons ces points (par ^ ^1(3) ~^ ^1) soient deux a deux distinctes et 
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que le corps residuel de chacune de ces images soit k{s). Pour forcer cette derniere 
condition, il suffit de remarquer que trouver un fc(s)-point de dont Timage par 

■^fc(s) ~^ -Pfc pour corps residuel k{s) equivaut, en notant ^i:(s)/k 
restriction des scalaires a la Weil de k{s) k k, k trouver un point /c-rationnel de 
'^k{s)/k^s dont I'image dans R^^y/.P^^-^ appartienne a I'ouvert complementaire de 
la reunion des sous-varietes strictes R^/ /^P^/ oia k' parcourt les sous-extensions de 
k{s)/k distinctes de k{s). 

Autrement dit, il existe (/ij.gg ^ Ilses Hs(A;(s)), (gj.gg ^ IlsesPH^ls)) et 
(?^s)sgs ^ rises P"'^(^("S)) satisfaisant pour tout s G S I'egalite uirrig) = (pg^q^^h^) 
dans X(/c(s)) et telles que les images dans des soient deux a deux distinctes 
et de corps residuel k{s) ; de plus, on a 7^ pour tout s puisque ^^{0, h^) = s 
alors que I'image de U x P^ — )■ X est disjointe de S. Toutes ces donnees definissent 
un peigne (muni d'un morphisme vers X), que nous allons maintenant deformer 
en procedant exactement comme au §2.2.2[ 

Soit T une courbe lisse et connexe sur k munie d'un point rationnel t G T(fc). 
Les points m^, definissent une immersion fermee S C P^. Soient ^ la surface lisse 
obtenue en eclatant t x S dans T x P^ et vr: ^ — )■ T la composee de I'eclatement 
et de la premiere projection. Pour s G S, notons C ^ le transforme strict de 
T X s et C ^ la fibre de I'eclatement ^ — )■ T x P^ au-dessus de t x s. Posons 
enfin R = Uses Rs st notons Cq C ^ le transforme strict de t x P^. Sur il y 
a deux points A;(s)-rationnels distingues : les points E^ fl Cq et E^ fl R^. Fixons 
un A;(s)-isomorphisme E^ ■^^(s) envoyant le premier sur et le second sur 0. 
Les morphismes ipg{—,hg): Pfc(s) X 0^ k{s) et m: P^ — X se recollent alors 
en un morphisme ft'- '^t ~^ (o^ ^ = T x X et ^ = t x X = X) tel que 
/,(R|.^J=txS. 

Proposition 3.12 — Le T-schema Homrp(^, ^;R H- T x S) est lisse au 
point [ft]. 

Demonstration — D'apres la proposition 12. 101 il suffit de verifier que 

oil C G^-g^ designe le faisceau d'ideaux defini par R|.^^ C Or cela resulte du 
lemme 12.111 compte tenu que est un peigne et que les restrictions de /*Tx au 
manche et aux dents sont des faisceaux amples. □ 

D'apres la proposition 13. 12[ il existe une courbe B C Homrp(^, R i-t^ T x S) 
lisse sur fc, connexe, passant par [/J et dominant T. Notons ^ Xrp B — ^ X 
le morphisme donne par le propriete universelle de Homrp(^, SJ] R h-> T x S) et 
posons B" = B Xrp (T \ {t}). Comme [/J G B(/c) et que le corps k est fertile (etant 
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pseudo-algebriquement clos), I'ensemble B(/c) est dense dans B. Pour b G B°(/c), 
la restriction de a ^ Xrp 6 est un morphisme (/j^: — )■ X. L'inclusion S C X se 
factorise par yj^ puisque (Pf,{R Xrp 6) = S. II reste done seulement a verifier que Ton 
pent choisir b de sorte que le faisceau (v9^Tx)(— deg(S)) soit ample, c'est-a-dire 
que H^(P^, ((y9^Tx)(— deg(S) — 2)) = 0. Par semi-continuite de la coliomologie, il 
suffit pour cela qu'il existe une section Dc^devr:^— J-T telle que, si Ton pose 
^ = (p*Tx ® -^rxtB ® -^dxtB (ou -^rxtB ^t J^dxtB desigueut respectivement les 
faisceaux (localement libres) d'ideaux de ^<^xtB definis par RxrpBetDxrpB), 
on ait H^(^ Xrp [/t], ^|^XT[/t]) ~ ^- Fixons un point z G P^{k) tel que z ^ S et 
prenons pour D I'image reciproque, par I'eclatement — )■ T x P^, de T x 2;. La 
restriction de '^Ivx-rift] manche du peigne ^ Xrp [/J = est alors isomorplie 
a une somme directe 0[=i ^{cl^) pour des ^ — 1 et sa restriction a chaque dent 
est isomorplie a une somme directe 0[=i ^{cii) pour des ^ ; le lemme 12.111 
permet done de conclure. 

Supposons enfin dim(X) ^ 3 et prouvons la derniere assertion du tlieoreme l3.1l 
Comme (v9^Tx)(— deg(S)) est ample et que dim(X) ^ 3, le fc-schema 

Hom(P^,X;S ^ S) 

est lisse en [yj^] (cf. [211 2.9]) et tout voisinage ouvert de [9?^] contient un 
ouvert non vide parametrant des immersions fermees (cf. [HHl II. 3. 14. 3]). Par 
consequent, compte tenu que k est fertile, tout voisinage ouvert de [(/J^] contient 
un point rationnel correspondant a une immersion fermee /: P^ — ?■ X. Si Ton 
choisit un voisinage ouvert suffisamment petit, le faisceau (/*Tx)(— deg(S)) sera 
necessairement ample. 



3.4 Preuves des corollaires 13.51 et 13.6 



Demonstration du corollaire Vj . 51 — Notons F le corps residuel de ^ et $ : N'^ — ^ N 
I'application donnee par le coroUaire 13. 3[ Soient x,y E X{k). Comme ^ est 
propre sur ^, les points x et y s'etendent en des sections x,y E ^{ff). Quitte a 
remplacer X par X x P^, ^ par ^ x P^ et x, y par (x, 0), (y, 1), on pent supposer 
que x n y = 0. Si I'inegalite Card(F) ^ $(dim(X), deg(X), 2) est satisfaite, il 
existe alors un morphisme tres libre /: Pp — ^ ®0 F tel que /(O) = x ®^ F 
et /(I) = y ®0 F. D'ou un point rationnel [/] de la fibre speciale du (^-schema 
Hom^(P^, H- x, 1 h-)- y). Ce (^-schema est lisse en [/] puisque / est tres 
libre (cf. proposition 12. 101) . Par consequent, et compte tenu que G est un anneau 
local complet, on pent relever [/] en une section de Hom^(P^, 1— )• x, 1 H- y) 
sur Spec(^) ; autrement dit, / est la restriction a Pp d'un morphisme V\ — )• ^ 
qui envoie sur x et 1 sur y. La restriction de ce morphisme au-dessus du point 
generique de Spec(i^) fournit une courbe rationnelle sur X reliant x k y. Ainsi 
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a-t-on prouve que Card(X(/c)/R) < 1 des que Card(F) ^ <l>(dim(X), deg(X), 2). 
D'autre part, il resulte du theoreme de Lang-Weil-Nisnevic que ^(F) 7^ 0, et 
done X(/c) 7^ 0, des que Card(F) est assez grand devant dim(X) et deg(X) ; d'ou 
le coroUaire. □ 

Demonstration du corollaire 15*. 61 (due a Colliot-Thelene) — Soit ^ C un 
modele projectif de X, lisse sur iff et de fibre speciale separablement rationnellement 
connexe. Pour toute extension finie k' /k, la fleche X /c' — X induit (par image 
directe) une application norme Aq(X ®f. k') — )• Aq(X) dont la composee avec 
la fieclie de restriction Aq(X) — Aq(X ®^ k') est la multiplication par [k' : k] 
sur Ag(X). Pour que Aq(X) = 0, il sufiit done qu'il existe des extensions k' /k de 
degres premiers entre eux telles que Aq(X 0^ k') =0. 

Comme F est fini, il existe pour chaque n ^ 1 une extension F„/F de degre n. 
Celle-ci se releve en une extension non ramifiee k^/k de degre n. D'apres le 
corollaire 13.5^ on a Card(X(fc„)/R) = 1 pour tout n assez grand. En particulier 
on a Card(X(fc^)/R) = 1 et Card(X(/c„)/R) = 1 pour des entiers m et n premiers 
entre eux. Quitte a remplacer k par k^ et par k^ on pent done supposer que 
Card(X(A;)/R) = 1, et meme que Card(X(/c')/R) = 1 pour toute extension 
finie k'/k. Fixons alors x G X{k). Pour etablir que Aq(X) = il suffit de montrer 
que tout point ferme de X est rationnellement equivalent a un multiple de x. 
Pour cela il suffit que pour tout point ferme y E X, les points rationnels x et y 
de X ®^ k{y) soient rationnellement equivalents sur X 0^ k{y) (en effet la norme 
de k{y) k k du 0-cycle y — x sur X k{y) est le 0-cycle y — deg{y)x sur X) ; or ils 
sont meme R-equivalents puisque Card(X(A;(?/))/R) = 1. □ 

3.5 Application du theoreme de type Lefschetz au pro- 
bleme de Galois inverse 

Tout groupe fini est-il le groupe de Galois d'une extension galoisienne de Q ? 
L'une des approches permettant de repondre partiellement a cette question ouverte 
consiste a cliercher des extensions finies galoisiennes du corps Q(t) de groupe 
de Galois donne. Par specialisation, une extension finie galoisienne de Q(t) de 
groupe G fournit, pour une infinite de valeurs de t, une extension galoisienne de Q 
ayant G pour groupe de Galois (theoreme d'irreductibilite de Hilbert, cf. [SS])- 

Que tout groupe fini soit groupe de Galois sur C(t) est une consequence 
classique du theoreme d'existence de Riemann. On commence par construire un 
revetement galoisien topologique (ramifie) de P^(C) ayant le groupe de Galois 
desire ; le theoreme d'existence de Riemann permet d'en deduire un revetement 
de et, par suite, une extension finie de C{t). Par une methode analogue, fondee 
sur la geometrie analytique rigide, Harbater [M] a demontre que tout groupe fini 
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est le groupe de Galois d'une extension galoisienne de Qp(t), et plus generalement 
de k{t) pour tout corps k complet pour une valuation discrete. On a meme : 

Theoreme 3.13 (Harbater | |54] . Pop |91] ) — Soit k un corps fertile. Tout 
groupe fini est le groupe de Galois d'une extension galoisienne de k{t). 

CoUiot-Thelene [23] a donne une demonstration nouvelle du theoreme 13.131 
lorsque k est de caracteristique nuUe, s'appuyant sur la technique de deformation 
de courbes rationnelles employee dans le chapitre precedent. Le resultat principal 
de [2S] est plus precis : il affirme que pour tout groupe fini G et tout torseur T 
sur k sous G (c'est-a-dire : tout /c-schema fini etale T muni d'une action simplement 
transitive de G), il existe une extension galoisienne de k(t) de groupe de Galois G, 
reguliere sur k, qui en t = se specialise en le fc-schema T (c'est-a-dire : il existe 
une courbe C lisse et geometriquement connexe sur k et un revetement (ramifie) 
C ^ galoisien de groupe G, dont la fibre au-dessus de G P^{k) soit isomorphe 
a T). En prenant T = U^gG Spec(/c) on retrouve le theoreme l3.13l en caracteristique 
nulle ; I'assertion avec T arbitraire etait inconnue dans cette generalite (probleme 
dit de Beckmann-Black) . 

Ce theoreme a ete generalise dans plusieurs directions. Moret-Bailly ^] I'a 
etendu aux corps fertiles de caracteristique quelconque, par une technique de recol- 
lement formel dans I'esprit de la preuve par Harbater du theoreme 13. 131 Kollar [TD] 
a etabli un enonce de type Lefschetz (une legere variante du theoreme 13.111 ci- 
dessus) ayant pour corollaire une generalisation du theoreme de Colliot-Thelene 
au cas oil G est un groupe algebrique hneaire non necessairement fini (toujours 
sous I'hypothese de caracteristique nulle). 

Nous nous contentons ici d'expliquer comment un theoreme de type Lefschetz 
pour les courbes rationnelles sur les varietes rationnellement connexes pent avoir 
pour consequence le theoreme de Harbater-Pop. 

La variante du theoreme 13.111 dont nous avons besoin est la suivante : 

Theoreme 3.14 (Kollar |70L Theorem 3]) — Soient k un corps et X une variete 
projective, lisse et separahlement rationnellement connexe, sur k. Soit x G \{k). 
Notons k une cloture algebrique de k et Hom°(P^, X; i— )■ x) I'ouvert du schema de 
Hilbert Hom(P^,X; i— )■ x) constitue des morphismes tres litres. Alors il existe un 
ouvert geometriquement integre U C Hom°(P^,X; H- x) et une compactification 
U C U' tels que U' possede un point rationnel lisse et que pour toute variete 
irreductible Y sur k munie d'un morphisme dominant ip: Y ^ X^/^k, il existe un 
ouvert dense V C U verifiant la propriete suivante : pour tout v G V(/c), le produit 
fibre de ip: Y X (Si^k avec v. Pi — )■ X ®^ est irreductible. 

Autrement dit il s'agit du meme enonce que le theoreme 13. llj a ceci pres qu'on 
ne considere que les courbes passant par un point rationnel donne de X et que 
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I'ouvert U apparaissant dans la conclusion admet une compactification possedant 
un point rationnel lisse. En fait, KoUar deduit le theoreme 13.111 du theoreme 13.141 
(en etendant les scalaires de a fc(X) et en prenant pour x le point generique). 

Demonstration du theoreme VJ.l'^ en caracteristique nulle — Soient k un corps 
fertile de caracteristique et G un groupe fini. Choisissons un plongement 
pour un N ^ 1 et notons Q = GL^/G le quotient. Comme k est de 
caracteristique 0, il existe, d'apres Hironaka, une compactification lisse Q C X, 
une variete projective et lisse Y sur k et un morphisme y9: Y — X dont la 
restriction au-dessus de Q soit isomorphe a la projection GL^ GLp^/G. Notons 
X G Q(/c) C X(/c) Fimage de 1 G Gh^ik) par ip. La variete X est (separablement) 
unirationnelle puisque GLj^ est un ouvert de I'espace affine. En particulier elle 
est (separablement) rationnellement connexe et on pent done lui appliquer le 
theoreme l3.14[ D'oia U, U' et V comme dans la conclusion de ce theoreme. Comme k 
est fertile et que U' admet un point rationnel lisse, I'ensemble V(fc) est non vide. 
Soit V G Y{k). Soit C ^ le produit fibre de w: ^ X par Y ^ X. 
Par construction, C est une courbe geometriquement irreductible. Le revetement 
ramifie C — P]. est galoisien de groupe G puisque V9~^(Q) — Q est galoisien de 
groupe G et que Fimage dev. P]. — X rencontre Q (a savoir, en x). Le groupe G 
est done bien un groupe de Galois sur k{t). □ 

II ressort de la preuve que G est meme un groupe de Galois regulier sur k{t). 
D'autre part, en variant le choix du point x G Q(A;) dans I'argument, on controle 
a volonte la fibre de C — P^ au-dessus de G P^, ce qui resout le probleme de 
Beckmann-Black pour k fertile de caracteristique 0. 

4 Existence de points rationnels sur les corps 
finis : le point de vue motivique 

4.1 Introduction 

Le but de ce chapitre est d'etablir le theoreme suivant : 

Theoreme 4.1 (Esnault [42j) — Sur un corps fini, toute variete propre, lisse 
et rationnellement connexe par chaines admet un point rationnel. 

Ce theoreme repond par I'affirmative a la question 11.121 dans le cas des 
corps finis. II est a noter que la question 11.121 portait seulement sur les varietes 
separablement rationnellement connexes. L'hypothese de connexite rationnelle par 
chaines est bien plus faible ; par exemple le theoreme 14.11 s'applique aussi a des 
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varietes de type general. Cependant, la question 11.121 etendue a toutes les varietes 
rationnellement connexes par chames admet une reponse negative^ 

Nous dirons qu'une variete X est de Fano si elle est propre, lisse, geometrique- 
ment irreductible et si le faisceau inversible det(Tj^) est ample. Toute variete de 
Fano est rationnellement connexe par chames d'apres un tlieoreme dii a Campana 
et, independamment , a Kollar, Miyaoka et Mori (cf. pSl V.2.13]). Le tlieoreme 14. II 
entrame done : 

Corollaire 4.2 — Toute variete de Fano sur un corps fini admet un point 
rationnel. 

L'enonce du corollaire 14.21 avait ete conjecture par Lang et Manin [531 §2.6]. 

C'est une question ouverte de savoir si toute variete de Fano est separablement 
rationnellement connexe0. II est done crucial, pour obtenir le corollaire 14. 2^ que le 
tlieoreme 14. li ne se limite pas aux varietes separablement rationnellement connexes. 
En ce sens, le theoreme 14.11 est a rapproclier du tlieoreme de Chevalley- Warning 
(cf. §1.11) . qui lui aussi s'applique a des varietes de Fano sans supposer qu'elles 
sont separablement rationnellement connexes. (La question de savoir si toute 
hypersurface lisse X C P" de degre ci ^ n est separablement rationnellement 
connexe est ouverte (cf. p3J §4.5]). Dans le cas des liypersurfaces de Fermat elle a 
ete etudiee par Conduclie [31].) 

Que le tlieoreme 14.11 s'applique a toute variete rationnellement connexe par 
chames signifie en meme temps qu'il n'est pas question pour le demontrer d'utiliser 
des techniques de deformation de courbes rationnelles comme aux deux chapitres 
precedents. La geometrie de X ne jouera qu'un role mineur dans la demonstration. 
Le theoreme sera etabli en etudiant la cohomologie de X (son « motif »). 

4.2 Preuve du theoreme 14.11 

La preuve du theoreme 14.11 s'effectue en plusieurs etapes independantes, que 
nous detaillons dans les paragraphes 14.2.11 a 14.2.31 

9. Notons X C I'hypersurface de Fermat u;"+ta;"+i^y"+t^z"' = sur le corps K ~ k{{t)), 
ou k est algebriquement clos de caracteristique p > 2. D'apres Shioda [53], cette variete est 
unirationnelle des que n divise p + 1 (cf. aussi |34, Ex. 2.5.1]). Par ailleurs, si n est premier a 6, 
on peut verifier, par un calcul de valuations, que le degre sur K de tout point ferme de X est 
divisible par n. Pour de nombreuses valeurs de n et de p, la variete projective X est done lisse 
et unirationnelle et n'admet pas de point K-rationnel, ni meme de point rationnel sur la cloture 
parfaite de K, bien que K (resp. la cloture parfaite de K) soit un corps (Ci). 

10. Kollar [67j a neanmoins construit des exemples de varietes de Fano singulieres (c'est-a- 
dire de varietes X propres et normales telles que — Kx soit Q-Cartier et ample) qui ne sont pas 
separablement rationnellement connexes. 
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Dans tout le §4.21 nous designons par k un corps fini de cardinal q et de 
caracteristique p, par k une cloture algebrique de k, par Fq„ le sous-corps de k de 
cardinal g", par X une variete propre, lisse et geometriquement connexe sur k (non 
necessairement rationnellement connexe par cliames) et par F I'endomorphisme 
de Frobenius F: X — j- X, c'est-a-dire le morphisme de varietes sur k qui induit 
I'identite sur I'espace topologique sous-jacent et qui agit sur ff-^ par f ^ f^. 

4.2.1 Formules de Lefschetz 

Pour etudier les points rationnels des varietes algebriques sur le corps fini k, 
on definit, suivant Weil, la fonction zeta de X par la formule 

CxW=exp (^EN,-j 

ou = Card(X(F^s)). C'est une serie formelle en t, a coefficients rationnels (et 
meme entiers). 

En formulant ses celebres « conjectures de Weil » (aujourd'hui demontrees 
grace, notamment, aux travaux de Dwork, Grothendieck, Artin et Deligne), Weil 
donnait a la fonction zeta une interpretation cohomologique. Son intuition etait 
la suivante. Comme le corps k est fini, I'ensemble X(/c) des points rationnels 
de X admet une definition purement geometrique : c'est I'ensemble des points 
de X(fc) fixes par F. Ainsi, pour etudier les points rationnels on pent oublier 
le corps de base et raisonner seulement sur la variete X = \ ^p. k munie de 
I'endomorphisme F^j^k (que I'on notera encore F). Les points fixes de F agissant 
sur X sont les points d'intersection, dans X x X, de la diagonale A C X x X avec 
le graplie F C X x X de F. Or ces deux sous- varietes de X x X se rencontrent 
transversalement en tout point d'intersection (car la differentielle de F est nulle) ; 
ainsi N^, n'est autre que le nombre d'intersection de A avec F. Dans la situation 
classique de la geometrie differentielle, le calcul du nombre d'intersection de deux 
sous- varietes de codimensions complementaires d'une variete donnee est bien connu 
pour etre un probleme de nature cohomologique. Poursuivant ce raisonnement 
jusqu'a son terme, Weil s'etait rendu compte que I'existence d'une bonne theorie 
cohomologique pour les varietes sur k (qui est un corps de caracteristique p > 0) 
impliquerait formellement, pour la fonction zeta, d'admirables proprietes, dont on 
trouvera la liste dans |1U6] . 

A I'heure actuelle on dispose de deux bonnes theories cohomologiques pour 
les varietes definies sur un corps k de caracteristique p : la cohomologie (etale) 
£-adique (dependant du choix d'un nombre premier i ^ p), a coefficients dans Q^, 
et la cohomologie rigide, a coefficients dans le corps des fractions de I'anneau des 
vecteurs de Witt de k. Dans le reste de ce chapitre on pourrait travailler avec I'une 
quelconque de ces deux theories. Le choix n'a aucune incidence sur la preuve, ce qui 
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reflete son caractere « motivique ». Comme I'article originel [42j et le rapport [TH] 
sont rediges avec la cohomologie rigide, nous emploierons ci-dessous la cohomologie 
£-adique. Fixons done une fois pour toutes un nombre premier £ different de p. 

Pour i ^ 0, Grothendieck a defini le groupe de cohomologie ^-adique H*(X, Q^). 
C'est un Q^-espace vectoriel de dimension finie, nul si i > 2 dim(X). Le morphisme 
de Frobenius F: X — )■ X induit un endomorphisme de H*(X, Q^); on le note 
encore F. Voici maintenant comment la fonction zeta de X s'exprime en termes de 
la cohomologie £-adique de X. Notons F^it) = det(l - tF \ H'(X,Q^)) G QJt] le 
polynome caracteristique de I'endomorphisme de H*(X, Q^) induit par F. D'apres 
Grothendieck et Artin, on a alors I'egalite 

P,(t)P3(t)...P,„_,(t) 

Po(t)P,(t)...P,„(t) ^'-'-'^ 

dans le corps Q^((t)), oil n = dim(X). En particulier Cx(^) ^st une fraction 
rationnelle et I'egalite ci-dessus vaut dans Qi(t). (En fait, d'apres Deligne, les 
polynomes Pj(t) appartiennent a Q(t) et I'egalite ci-dessus vaut done dans Q((t)), 
mais nous n'aurons pas besoin de ce resultat.) 

En prenant dans 04.2.11) les derivees logarithmiques puis en evaluant en t = 0, 
on obtient la formule (equivalente) 

GardX(/c) = ^^(-l)* Tr(F | ff (X, Q,)), (4.2.2) 

appelee formule des traces de Lefschetz. Comme H°(X, Q^) = (avec action 
triviale de F), le terme i = de la somme ci-dessus est egal a 1. Par consequent : 

Theoreme 4.3 (Grothendieck, Artin) — Supposons que pour tout i > 0, les 
valeurs propres de I'endomorphisme de H*(X, Q^) induit par F soient des entiers 
algebriques divisibles par q (i.e. appartiennent a qZ, ou Z designe la fermeture 
integrale de Z dans une cloture algebrique de Q^)- Alors CardX(A;) = 1 (mod q) 
et en particulier X{k) ^ 0. 

Que les valeurs propres de Frobenius agissant sur H*(X, Q^) soient toujours 
des entiers algebriques (divisibles ou non) etait I'une des proprietes attendues par 
Weil de toute bonne theorie cohomologique sur les corps finis. Pour la cohomologie 
£-adique elle fut etablie par Deligne 

Pour demontrer le theoreme 14. ![ nous prouverons que I'hypothese du theo- 
reme 14.31 est satisfaite si X est rationnellement connexe par chames. 

Remarques — (i) Que les valeurs propres de F soient divisibles par q est 
une condition non seulement suffisante, mais aussi presque necessaire, pour que 
CardX(/c) = 1 (mod q). Plus precisement, comme les hypotheses du theoreme 14.11 
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sont stables par extension finie des scalaires (etant meme de nature geometrique), 
si Ton prouve que CardX(fc) = 1 (mod g) alors on aura meme prouve que 
= 1 (mod q'^) pour tout s ^ 1. Or cette derniere condition est equivalente a ce 
que les valeurs propres de F sur H*(X, Q^) soient divisibles par q pour tout i > 0. 
Cela resulte de I'egalite 

N, = 1 + E(-l)' Tr(F^ I (X, Q,)) (4.2.3) 

(c'est-a-dire la formule 04.2.21) appliquee a la variete X F^s sur F^s) et du 
lemme de Fatou (cf. [BUI Lemma 8.3]), compte tenu de I'absence de simplifications 
dans la somme fl4.2.3p . (Par « absence de simplifications » on entend que les 
endomorphismes de ff(X, Q^) et de H'' (X, Q^) induits par F n'ont aucune valeur 
propre en commun si z 7^ j. II s'agit la d'un coroUaire de I'hypothese de Riemann 
pour X, conjecturee par Weil et demontree par Deligne. Nous ne nous servirons 
pas de I'hypothese de Riemann pour X dans la preuve du theoreme 14. 1[ ) 

(ii) II existe une autre formule de Lefschetz a priori plus prometteuse pour 
etablir le theoreme 14.11 : la formule de Woods Hole. C'est un avatar de la formule 
de Lefschetz en cohomologie cristalline mais son enonce est elementaire : elle ne 
fait intervenir que des groupes de cohomologie coherente. II s'agit de I'egalite 

CardX(fc) = Y^i-iy Tr(F | (X, ff^)), 

qui est une egalite entre elements de k (puisque H*(X, ^st un fc-espace vectoriel) 
et qui ne renseigne done sur I'entier CardX(/c) que modulo p (et non modulo q). 
Voir [531 6.13.2] pour une demonstration. 

II resulte de la formule de Woods Hole que Ton a X(A;) 7^ des que 
H*(X, = pour tout i > 0. (Plus generalement, I'inegalite entre polygone de 
Newton et polygone de Hodge (cf. [501 4.4(c)]) signifie que les valeurs propres de F 
agissant sur H*(X, Q^) sont divisibles par des puissances de q d'autant plus elevees 
que davantage de groupes de cohomologie de Hodge de X s'annulent. Cela permet 
d'ailleurs d'obtenir une congruence modulo q (et non uniquement modulo p) a 
partir de I'hypothese que les groupes H*(X, i^^) s'annulent pour i > 0.) 

II est bien vrai que H*(X, = pour tout z > si X est une variete 
propre, lisse et rationnellement connexe sur un corps de caracteristique (cf. [TSl 
p. 16]). Malheureusement, sans hypothese sur la caracteristique, il existe des 
varietes X propres, lisses et rationnellement connexes (meme unirationnelles) telles 
que H*(X, i^^;) (cf- [IHl P- 17]). C'est une question ouverte de savoir s'il existe 
de tels exemples parmi les varietes de Fano. 
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4.2.2 Valeurs propres de Probenius et coniveau 

Le but de ce paragraphe est de relier la condition de divisibilite sur les valeurs 
propres de Frobenius (I'liypothese du tlieoreme l4.3l) a une condition de « coniveau » 
sur la cohomologie de X. Fixons un entier i ^ 0. La filtration par le coniveau sur 
H*(X, Q^) est la filtration decroissante de H*(X, Q^) definie par la formule 

N'-ff (X, Q,) = U Ker (ff (X, Q,) (X \ Z, Q,)) 

oil la reunion porte sur les fermes Z C X de codimension ^ r. Elle fut introduite par 
Grotliendieck [211 III, §10] (cf. [52, p. 300] pour un erratum; cf. aussi [BUj p. 118]). 
Bien entendu les sous-espaces N^H*(X, Q^) C H*(X, Q^) sont stables par F. 

Theoreme 4.4 (Deligne, Esnault, Katz) — Pour tout i ^ et tout r ^ 0, les 
valeurs propres de Vendomorphisme de N''H*(X, Q^) induit par F sont des entiers 
algebriques divisibles par . 



Demonstration du theoreme\4-4\ — Le theoreme l4.4l repose sur un devissage et sur le 



theoreme d'integralite de Deligne |3S] • Celui-ci affirme que si U est une variete lisse 
et separee sur k (non necessairement propre), alors pour tout i, les valeurs propres 
de I'endomorphisme de H*(U, Q^) induit par F sont des entiers algebriques[i|. 

Le formalisme de la cohomologie £-adique comprend une notion de cohomologie 
a supports : si U est une variete sur et si A C U est un ferme de U, Grothendieck a 
defini les groupes H^(U, Q^) de cohomologie de U a supports dans A. (En topologie 
on parlerait de la cohomologie de U relative a U \ A.) Ce sont des Q^-espaces 
vectoriels de dimension finie. lis s'inserent dans une suite exacte longue du triple 

H^(U, Q,) ^ H^(U, Q,) ^ HL^g(U \ B, Q,) ^ H^+^(U, Q,) ^ ■ ■ ■ (4.2.4) 

chaque fois que I'on a des fermes B C A C U. En outre, il y a une fleche d'oubli 
de support H^(U, Q^) — ^ H*(U, Q^), qui est un isomorphisme si A = U. Tons ces 
espaces sont munis d'un endomorphisme induit par I'endomorphisme de Frobenius 
de U ; la suite 04.2.41) commute aux Frobenius. 

La suite exacte longue de la paire {i.e. la suite fl4.2.4p appliquee a U = X, 
A = X, B = Z) montre que le sous-espace N^H*(X, Q^) C H*(X, Q^) est engendre 
par les images des fleches d'oubli de support H|(X, Q^) — )■ H*(X, Q^) pour Z C X 
de codimension ^ r. II suffit done, pour etablir le theoreme, de verifier que les 
valeurs propres de F agissant sur II|(X, Q^) sont des entiers algebriques divisibles 
par g'' si Z C X est un ferme de codimension ^ r. 



11. En toute rigueur, cette affirmation n'apparait pas explicitement dans [HHI mais elle resulte 
tout de suite de [SBl Corollaire 5.3.3 (iii)] combine avec la dualite de Poincare. 
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Si Z C X est lisse sur k et purement de codimension r, le theoreme de purete 
(analogue au theoreme d'isomorphisme de Thorn pour les varietes topologiques 
orientees) affirme que la cohomologie de X a supports dans Z en degre i s'identifie 
a la cohomologie de Z en degre i—2r, a ceci pres que Ton doit « tordre » le Frobenius 
pour obtenir cette identification. Plus precisement, I'espace vectoriel H^(X, Q^) 
muni de I'endomorphisme F est isomorphe (non canoniquement) a I'espace vectoriel 
H*~^''(Z,Q^) muni de I'endomorphisme q'^F. II s'ensuit que les valeurs propres de 
I'endomorphisme de H^(X, Q^) induit par F sont des entiers algebriques divisibles 
par q^. 

Si Z C X n'est pas lisse, posons Zq = Z et notons C Zq le lieu singulier 
de Zq, puis Z2 C Z^ le lieu singulier de Z^, etc. Compte tenu des suites exactes 

(X, Q.) ^ H|^, (X, Q,) ^ H|^,^,^,^^ (X \ Z^.^, , Q,) 

et de la vacuite de Zj pour j assez grand, il suffit pour conclure de montrer 
que les valeurs propres de F agissant sur (X \ Z,,-,,Qf) sont des entiers 

algebriques divisibles par q^. Mais cela resulte, comme precedemment, de la purete 
et du theoreme d'integralite de Deligne (applique aux composantes connexes de 
Zj\Zj_^^, qui sont bien lisses; noter qu'ici il est important de disposer du theoreme 
d'integralite de Deligne pour des varietes lisses qui ne sont pas propres). □ 

En combinant les theoremes 14.31 et 14.41 on obtient : 

Theoreme 4.5 — Supposons que pour tout i > on ait N^W(X., Q^) = H*(X, Q^). 
Alors CardX(/c) = 1 (mod q) et en particulier \{k) ^ 0. 

4.2.3 Du groupe de Chow au coniveau 

Un argument connu sous le nom de decomposition de la diagonale et utilise par 
Bloch [T2] pour etendre en caracteristique arbitraire un theoreme de Mumford sur 
le groupe de Chow des 0-cycles de certaines surfaces complexes permet d'etablir : 

Lemme 4.6 — Soit K une cloture algebrique de A;(X). Si CHq(X 0^, K) = Z alors 
N^ff (X, Q^) = (X, Q^) pour tout i > 0. 

Remarque — L'hypothese du lemme equivaut a ce que la fieche degre induise un 
isomorphisme CHq(X(8)^K)(8)2Q ^ Q, d'apres un theoreme de Roitman complete 
par Milne (cf. [IHl Remarque 6.5]). 

Demonstration — Quitte a remplacer k par une extension finie, on pent supposer 
que X(/c) 7^ 0. Fixons x G X(fc). Notons A C X x X la diagonale de X et 
definissons un cycle algebrique z de dimension dim(X) sur X x X par la formule 
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z = A — (x X X). La restriction z' de z k X x rj, ou rj designe le point generique 
de X, est un 0-cycle de degre sur la /c(X)-variete X x = X ®fc k{X). D'apres 
I'hypothese, sa classe dans CHq(X(8)^/c(X)) s'annule dans CHg(X®^K) et done dans 
CHg(X(8)^L) pour une certaine extension finie L/k{X). Compte tenu de I'existence 
d'une application norme CHo(X®^L) — > CHQ(X(8)^/i;(X)) dont la composee avec la 
fleche de restriction CHq(X k(X)) — )■ CHg(X ®^ L) est egale a la multiplication 
par [L : k(X)] sur CHg(X ®^ k(X)), il en resulte qu'un multiple non nul de z' est 
rationnellement equivalent a sur X®^ A;(X). D'oir I'existence d'un entier N ^ 1 et 
d'un ouvert dense U C X tels que soit rationnellement equivalent a sur X x U. 
On a alors, dans CHj;j^(x)(X ^ X) ®z Q; relation 

[A] = [xxX] + iH (4.2.5) 

oil w est un cycle sur X x X dont le support ne rencontre pas X x : c'est la 
decomposition de la diagonale. 

Le groupe CHjij^(-x)(X x X) ®2 Q agit sur H*(X, Q^) par c{a) = g^(cl(c) - p*a) 
pour c G CHjjjj„(x) (X ^ X) ®z Q et a G H*(X, Q^), ou g: X x X — )■ X sont les deux 
projections, ou ^ designe le cup-produit et ou cl(c) G H^*^™^-^^(X x X, Q^) est la 
classe de cohomologie du cycle c. Le cycle A agit sur H*(X, Q^) par I'identite; le 
cycle X X X agit sur H*(X, Q^) par pour i > puisque 

cl(x X X) p*a = p*d{x) ^ p*a = p*{cl{x) ^ a) e p*R^'^'"'^^^+\X, Q^) 

et H^'^™(-^)+*(X, Q^) = pour i > 0; enfin, le cycle w agit sur H*(X, Q^) par un en- 
domorphisme dont I'image est incluse dans N^H*(X, Q^). La decomposition (14.2. 5|) 
montre done que I'identite de H*(X, Q^) est a valeurs dans N^H*(X, Q^) pour 
tout i> 0. □ 

En emboitant le theoreme 14.51 avec le lemme 14.61 on obtient : 

Theoreme 4.7 — Soit K une cloture algebrique de k{X). Si CHg(X ®^ K) = Z 
alors CardX(/i:) = 1 (mod q) et en particulier X{k) ^ 0. 

Une variete rationnellement connexe par chaines verifie de fagon evidente 
rhypothese du theoreme 14.71 puisque tons les points rationnels de X (g);. K sont 
meme R-equivalents. Le theoreme 14.11 est done prouve. 

4.3 Au-dela du theoreme 14.11 

Solent k un corps fini de cardinal g et X une variete projective sur k. 
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Le theoreme 14.71 affirme que si X est lisse et rationnellement connexe par 
chames, alors CardX(A;) = 1 (mod q). 

Le theoreme de Chevalley- Warning ameliore par Ax [5, p. 260] affirme que 
si X est I'intersection d'hypersurfaces de de degres d^, . . . , d^. avec Yli=i d.i ^ n, 
alors CardX(fc) = 1 (mod q). 

Dans I'enonce (et dans la preuve) du theoreme de Chevalley-Warning (et de 
I'amelioration due a Ax), la lissite de X ne joue aucun role. Le theoreme 14.71 n'est 
done pas optimal et il est naturel de chercher a generaliser sa demonstration de 
fagon a retrouver les resultats de Chevalley-Warning et d'Ax. 

Malheureusement, si X n'est pas hsse, la preuve presentee au §4.11 s'effondre : 
d'une part la decomposition de la diagonale fl4.2.5p ne fournit plus I'information 
cohomologique du lemme 14. 6^ faute de disposer d'une apphcation classe de cycle 
CHdi^(x)(XxX) -> H2d™(x)(XxX, Q^) ; d'autre part, du theoreme d'integralite de 
Deligne (qui reste vrai sans hypothese de lissite, cf. [TT], 1.2]) il n'est plus possible 
de deduire la divisibilite des valeurs propres de Frobenius agissant sur N^H*(X, Q^), 
faute de pouvoir appliquer le theoreme de purete (et de fait, le theoreme 14.41 est 
faux pour les varietes singulieres; cf. [2S1 0.5]). 

En outre, pour X singuliere, il pent y avoir des « simplifications » dans la 
formule des traces de Lefschetz (cf. remarque (i) apres le theoreme 14. 3p . de sorte 
que la congruence CardX(/c) = 1 (mod g) pourrait etre satisfaite sans que les 
valeurs propres de Frobenius agissant sur H*(X, Q^) ne so lent divisibles par q pour 
i > 0. Cependant, dans la situation consideree par Chevalley, Warning et Ax, la 
philosophic des motifs fournit des indicationsEl qui permettent de s'attendre a ce 
que les valeurs propres de Frobenius agissant sur H*(X, Q^) soient quand meme 
divisibles par q pour tout i > ; cela a d'ailleurs ete verifie a posteriori, c'est- 
a-dire en se servant des resultats de Chevalley-Warning et d'Ax, par Esnault et 
Katz Bloch, Esnault et Levine [13] ont ainsi reussi a adapter la preuve du 
theoreme 14.71 en etablissant une variante de la decomposition de la diagonale, pour 
retrouver via le theoreme 14.31 la congruence CardX(fc) = 1 (mod q) si X est une 
hypersurface de de degre d avec d ^ n. Mais leur resultat ne couvre pas le cas 
plus general des intersections d'hypersurfaces de degres d^, . . . , d^ avec Si=i d^^ ^ n 
et ne permet pas non plus de retrouver les enonces plus precis d'Ax et Katz [nS] 
donnant des congruences modulo des puissances superieures de q. 

Plutot que d'essayer d'adapter la methode de preuve du theoreme 14. H on pent 

12. II existe une etroite analogic, decouverte par Grothendieck et Deligne, entre la divisibilite 
par des valeurs propres de Frobenius agissant sur H*(X, Q^) (lorsque k est fini) et la trivialite 
des K premiers gradues de la filtration de Hodge sur H*(X(C), C) (lorsque k = C). (Au moins si X 
est lisse, ces deux proprietes devraient rendre compte de la « divisibilite » du motif effectif H* (X) 
par le motif de Tate Q(— k).) Or il est bien vrai que si X est une intersection d'hypersurfaces 
de Pq de degres di, . . ., dr avec J2l=i '^i ^ premier gradue de la filtration de Hodge sur 
H*(X(C), C) est nul si i > (cf. [IS]). Pour plus de details on pourra consulter ^7} ou [TTl §1]. 
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aussi chercher un enonce qui generalise a la fois le theoreme 14.11 et le theoreme de 
Che valley- Warning. Si J2l=i di ^ n, I'intersection de r hypersurfaces generiques 
de de degres une variete lisse et de Fano, done rationnellement 

connexe par chames. Par specialisation, il s'ensuit^l que toute intersection dans 
d'hypersurfaces de degres d^, . . . , avec Z]i=i d^ ^ n est rationnellement connexe 
par cliaines (bien que non necessairement lisse). Ainsi, le premier espoir venant 
a I'esprit en direction d'une generalisation commune serait que sur un corps fini, 
toute variete projective, geometriquement irreductible et rationnellement connexe 
par chames (mais non necessairement lisse) admette un point rationnel. Get espoir 
est malheureusement mis en defaut par un exemple de variete normale, projective, 
geometriquement irreductible, rationnellement connexe par chames et depourvue 
de points rationnels, sur un corps fini, construit par KoUar (cf. [IHl Remark 3.4]). 
Neanmoins, Fakhruddin et Raj an [IB] se sont rendu compte que I'existence d'une 
deformation lisse et rationnellement connexe par chames de X suffit a assurer que 
X(/c) 7^ 0. Plus precisement, ils ont etabli le theoreme suivant, qui generalise bien 
a la fois le theoreme 14.11 et le theoreme de Chevalley- Warning revu par Ax : 

Theoreme 4.8 (Fakhruddin— Rajan |46|, Corollary 1.2]) — Soit k un corps 
fini de cardinal q. Soit / : Y — ?■ S un morphisme propre et surjectif entre varietes 
irreductibles et lisses sur k. Notons Z la fibre generique de f et K une cloture 
algebrique de k(Y). Si CHQ(Z®^(g-) K) = Z alors Caid f~^{s){k) = 1 (mod q) pour 
tout s G S(A;) . 

Le theoreme 14. 81 est a comparer avec le theoreme de Hogadi et Xu [MJ que nous 
signalions a la fin du §1.1. 3[ selon lequel sur un corps de caracteristique nuUe, 
toute variete obtenue en faisant degenerer une variete rationnellement connexe 
contient une sous-variete geometriquement irreductible (et meme une sous-variete 
rationnellement connexe). Fakhruddin et Rajan montrent que cet enonce vaut 
aussi sur un corps fini, un point rationnel etant en effet a fortiori une sous-variete 
geometriquement irreductible (et meme rationnellement connexe). 

Esnault a etendu le theoreme 14.81 a une situation d'inegale caracteristique : 

Theoreme 4.9 (Esnault f43]) — Soit R un anneau de valuation discrete complet 
a corps residuel fini. Notons K le corps des fractions deK et k son corps residuel. 

13. La connexite rationnelle par chaines est preservee par specialisation equidimensionnelle 
(cf. [HHl IV. 3. 5. 2]). Ainsi, si X C designe I'intersection de r hypersurfaces de degres di, . . . , dr 
avec X]i=i ^ "-1 1^ connexite rationnelle par chaines de X s'ensuit de fagon immediate si 
dim(X) — n — r. Sans hypothese sur la dimension de X, on remarque qu'etant donnes deux 
points P ct Q de X, I'intersection de r hypersurfaces de de degres di, . .., dr, contenant P 
et Q et generiques pour ces proprietes, est de dimension n ~ r. Cette variete est rationnellement 
connexe par chaines et se specialise en une sous-variete rationnellement connexe par chaines de X 
contenant P et Q, ce qui demontre la connexite rationnelle par chaines de X puisque P et Q sont 
arbitraires. Je remercie Jason Starr pour cet argument. 
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Soit Y une variete projective, lisse et geometriquement connexe sur K admettant 
un modele regulier ^ projectif sur R. Notons Y la variete deduite de Y par 
extension des scalaires de K a une cloture algebrique de K et fixons un nomhre 
premier I inversible dans K. Si N-^H*(Y, Q^) = H*(Y, Q^) pour tout i > 0, alors 
Ca,Td'3^{k) = 1 (mod q), ou q designe le cardinal de k. 

Lorsque la base est a la fois de dimension 1 et d'egale caracteristique, le 
tlieoreme 14.91 ameliore le theoreme 14.81 puisque I'liypothese sur le groupe de Chow 
y est remplacee par la condition que la cohomologie £-adique de la fibre generique 
geometrique est de coniveau ^ 1. Ces deux hypotheses devraient etre equivalentes 
(cela resulterait d'une generalisation de la conjecture de Bloch, cf. [SH §3]) mais 
I'hypothese sur le coniveau est plus facile a verifier que I'hypothese sur le groupe 
de Chow. Par exemple, si K est de caracteristique 0, elle est satisfaite pour toute 
surface Y telle que R^Y, G^) = et H2(Y, G^) = (cf. |121 §!])• 

Tout recemment, Berthelot, Esnault et Riilling [H] ont reussi a demontrer que 
le theoreme 14.91 reste valable si Ton remplace I'hypothese sur le coniveau par la 
condition que H*(Y, Gy) = pour tout i > 0. D'apres la theorie de Hodge mixte de 
Deligne, cette condition est impliquee par I'hypothese sur le coniveau. II resulterait 
de la conjecture de Hodge generalisee par Grothendieck [S2] que les deux sont 
equivalentes. Des exemples de varietes de type general Y sur des extensions finies 
non ramifiees de verifiant H*(Y, Gy) = pour i > mais pour lesquelles on ne 
salt pas verifier que N^H*(Y, Q^) = H*(Y, Q^) sont donnes dans [HI §9]. 

Signalons enfin que Blickle et Esnault pTO] ont etendu le theoreme 14.71 a une 
classe de varietes non necessairement lisses (mais dont les singularites sont « Witt- 
rationnelles », cf. [TU| Definition 2.3]). 

Dans une toute autre direction, Kahn [63j a donne une nouvelle preuve des 
theoremes 14.11 et 14. 7[ Plus precisement, la theorie des motifs birationnels, due a 
Kahn et Sujatha, enframe que si X est une variete projective et lisse sur un corps k 
telle que CHq(X®^K) = Z, ou K est une cloture algebrique de k(X), alors le motif 
de Chow de X (a coefficients rationnels) admet une decomposition de la forme 

[)(X) ~ 1©(L®M) 

oil L designe le motif de Lefschetz et M un motif de Chow effectif (cf. [Ml §7.3]). 
Lorsque k est un corps fini de cardinal q, cette decomposition se traduit par I'egalite 
CardX(A;) = 1 + qm, oii m G Q est la trace de I'endomorphisme de Frobenius sur le 
motif M. Or, d'apres Kahn [521 Theorem 8.1], on a m G Z ; ainsi retrouve-t-on bien 
la congruence CardX(fc) = 1 (mod q). Des considerations analogues permettent 
d'etablir : 

Theoreme 4.10 (Kahn [63, Corollary 9.6]) — Soient k un corps fini de 
cardinal q et X, Y des varietes projectives et lisses sur k. Supposons qu'il existe 
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des varietes projectives lisses rationnellement connexes par chaines X' et Y' sur k 
et des applications rationnelles dominantes X x X' --->• Y etYxY' --^ X. Alors 
CardX(A;) = CardY(A;) (mod q). 

En prenant X' = Y = Spec(A;) et Y' = X, on retrouve le theoreme 14.11 En 
prenant X' = Y' = Spec(A;), on retrouve, au moins dans le cas projectif, un 
theoreme d'Ekedahl revu par Chambert-Loir (cf. [IB])- Nous renvoyons a [63J pour 
d'autres enonces de ce type. 
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